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Vorwort. 


ot 


Die stattlichen Gesammt-Ausgaben, die von den Werken fast 
aller grossen Mathematiker seit Lagrange veranstaltet worden sind, 
haben eine zwiefache Bedeutung. Sie sollen einerseits ein würdiges 
Denkmal jener erlauchten Geister sein, andererseits aber die 
Schöpfungen derselben der lernenden Nachwelt zugånglicher machen, 
als dies bei den Originalen der Fall ist, die teils in periodischen 
Schriften zerstreut, teils selten geworden sind. Nun ist nicht 
zu verkennen, dass der letztere Zweck nur in beschrünktem Maasse 
erreicht werden kann. Denn Umfang und Ausstattung der 
Gesammt-Ausgaben bringen es mit sich, dass — im prosaischsten 
Sinne — die Mittel, durch die man zu diesen Quellen steigt, 
denen, die daselbst zu schópfen begehren, nur selten zu Gebote 
stehen. Darum dürfen Einzelausgaben, wie die vorliegende, 
wohl eine freundliche Aufnahme seitens des mathematischen Pu- 
blikums erhoffen. Was die gewählten Gaussschen Abhandlungen 
betrifft, so gelten auch von ihnen Herrn Kummers Worte!): „Unter 
allen seinen ... grösseren und kleineren Werken ist keines, welches 
nicht in dem betreffenden Fache einen wesentlichen Fortschritt 
durch neue Methoden und neue Resultate begründete; sie sind 
Meisterwerke, welche denjenigen Charakter der Klassicitüt an sich 
tragen, welcher dafür bürgt, dass sie für alle Zeiten, nicht bloss 
als Monumente der geschichtlichen Entwickelung der Wissenschaft 


1) Festrede, gehalten am 3. Aug. 1869 in der Aula der Friedr.-Wilh.-Universitåt. 
Berlin 1869 S. 8. 


]* 
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erhalten, sondern auch von den künftigen Generationen der Mathe- 
matiker aller Nationen, als Grundlage jedes tiefer eingehenden 
Studiums und als reiche Fundgrube fruchtbarer Ideen werden be- 
nutzt und mit Fleiss studirt werden.“ In der That haben die 
Disquisitiones generales circa seriem. infinitam eine ganze Literatur 
nach sich gezogen, in weleher Namen wie Kummer, Weierstrass 
und Riemann glünzen. 

Gauss selbst hat unter dem eben angeführten Titel nur den 
ersten Teil seiner Untersuchungen veröffentlicht '); in seinem Nach- 
lass fand sich indessen eine Fortsetzung vor, die in die Gaussschen 
Werke aufgenommen wurde?. Wie der Herausgeber, Herr Sche- 
ring, mitteilt?), trågt die gesammte Abhandlung in der Hand- 
schrift den Titel ,,Disquisitiones generales circa functiones a serie 


infinita 1—+ i B æ+ etc. pendentes auctore Carolo Friderico Gauss 
societati regiae traditae Nov. 1811.* Bei der Veröffentlichung des 
ersten Teils vermehrte Gauss die ursprünglich vorhandenen 27 Ar- 
tikel auf 37, wobei die Zahl der numerirten Gleichungen von 65 
auf 79 stieg. Herr Schering hat demgemäss die entsprechenden 
Nummern im zweiten Teil so geündert, dass sie sich an die des 
ersten anschliessen und diese Aenderung auch bei den vorkom- 
menden Citaten berücksichtigt. 

Die vorliegende Uebersetzung weicht von dem Text der Werke 
nur darin ab, dass der zweite Teil der Arbeit;als solcher be- 
zeichnet und noch die Ueberschrift „Vierter Abschnitt" hinzugefügt 
wurde, entsprechend der Andeutung des Verfassers im Schluss- 
satz des Art. 3. Ausserdem ist eine Reihe von Druckfehlern, 
meist in den Rechnungen, berichtigt worden*) Dem Wortlaute 


1) Im 2. Bande der ,Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis 
recentiores.* Gottingae 1813. 

*) Carl Friedrich Gauss Werke. Herausgegeben von der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen. Band III. 1866. 2. Aufl. 1876. 

3) Gauss, Werke III. 230. 

4) Eine genaue Nachweisung derselben s. in Schlömilehs Ztschr. f. Math. u. 
Phys SXXX (1887) Hist-lit. Abt. S. 99. — Mitteilungen von Druckfehlern, die sich 
in die vorliegende Ausgabe eingeschlichen haben sollten, wolle man freundlichst an 
die Verlagshandlung gelangen lassen. 
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nach schliesst sich die Uebersetzung dem Urbild möglichst treu 
an, selbst wo etwa ungebrüuchlich gewordene Wendungen die 
Versuchung zu kleinen Abweichungen nahe legten. Es sollte da- 
durch auch der historische Reiz der Arbeit nach Möglichkeit ge- 
wahrt werden. Aus demselben Grunde ist in dem als Einleitung 
vorgedruckten Gaussschen Bericht über den Inhalt des ersten Teils 
die Orthographie des Verfassers unveründert beibehalten worden. 

Die Anmerkungen des Uebersetzers sind überwiegend litera- 
rischen und historischen Inhalts; nur in wenigen Fallen erschien 
es angemessen, Zusütze zum Text zu geben. Da die Noten, vom 
Text getrennt, am Schluss des Heftes stehen, so wird hoffentlich 
auch solchen Lesern genügt sein, die das Gausssche Werk ungestört 
durch fremde Zuthat geniessen wollen. 


Berlin, im Oktober 1887. 
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Gauss' Selbstanzeige der Disquisitiones 
in den 
Göttingischen gelehrten Anzeigen vom 10. Februar 1812. S. 233. 


EE 


Die logarithmischen und Kreisfunctionen, als die einfachsten Arten der 
transseendenten Functionen, sind diejenigen, womit sich die Analysten am 
meisten beschåftigt haben. Sie verdienten diese Ehre sowohl wegen ihres 
steten Eingreifens in fast alle mathematische Untersuchungen, theoretische 
und praetische, als wegen des fast unerschópflichen Reichthums an inter- 
essanten Wahrheiten, den ihre Theorie darbietet. Weit weniger sind bisher 
andere transscendenie Functionen bearbeitet, die sich auf jene nicht zurück 
führen lassen, sondern als eigne hóhere Gattungen betrachtet werden müssen, 
die nur in speciellen Fållen mit jenen zusammenhángen. Und doch sind manche 
Soleher Functionen nicht minder fruchtbar au interessanten Relationen, und 
daher dem, welcher die Analyse um ihrer selbst willen ehrt, nicht minder 
wichtig; so wie ihr häufiges Vorkommen bey mancherley andern Unter- 
suchungen sie dem empfehlen muss, der gern erst nach practischem Nutzen 
fragt. Professor Gauss hat sich mit Untersuchungen über dergleichen 
höhere transscendente Functionen schon seit vielen Jahren beschåftigt, dereu 
weit ausgedehnte Resultate das Gesagte bestátigen. Einen, verhåltnissmåssig 
freylich nur sehr kleinen, Theil derselben, der gleichsam als Einleitung zu 
einer künftig zu liefernden Reihe von Abhandlungen angesehen werden 
kann, hat er am 30. Januar unter der Aufschrift 


Disquisitiones generales circa seriem infinitam 


a.p a.a + 1.B.B + 1 a.a 4-1. 4- 2.8.8 2- 1.0 +2 . 
1 In ke di m Ml roe oT ML Gr mM cisci ac te 
KAN ee 1.2.4.1 4-1 ea 1.2.3.4. 4- 1.1 +2 Å ler 


Pars prior, 


als eine Vorlesung der kónigl. Gesellschaft der Wissenschaften übergeben, 
woraus wir hier die Haupt-Momente des Inhalts anzeigen wollen. 

Die transscendenten Functionen haben ihre wahre Quelle allemahl, offen 
liegend oder versteckt, im Unendlichen. Die Operationen des Integrirens, der 


Gauss, i 
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Summationen unendlicher Reihen, der Entwickelung unendlicher Producte 
ins Unendliche fortlaufender continuirlicher Briiche, oder tiberhaupt die An- 
nüherung an eine Grenze durch Operationen, die nach bestimmten Gesetzen 
ohne Ende fortgesetzt werden — diess ist der eigentliche Boden, auf 
welchem die transscendenten Functionen erzeugt werden, oder wenn man 
lieber sich eines andern Bildes bedienen will, diess sind die eigentlichen 
Wege, auf welchen man dazu gelangt. Zu einem Ziele führen gewóhnlich 
mehrere solcher Wege: die Umstånde und die Zwecke, welche man sich 
vorsetzt, müssen bestimmen, welchen man zuerst oder vorzugsweise wåhlen 
wil. Die Reihe, welche den Gegenstand gegenwårtiger Abhandlung aus- 
macht, ist von einer sehr umfassendeu Allgemeinheit. Sie stellt, je nachdem 
die Grössen a. B, y (welche nebst x der Verf. durch die Benennungen 
erstes, zweytes, drittes, viertes Element unterscheidet, so wie er, Kürze 
halber, die ganze durch die Reihe dargestellte Function mit deu Zeichen 
F(a, B, y, x) bezeichnet), so oder anders bestimmt werden, algebraische, 
logarithmische, trigonometrische oder hóhere transscendente Funetionen dar, 
und man kann behaupten, dass bisher kaum irgend eine transscendente 
Function von den Analysten untersucht sey, die sich nicht auf diese Reihe 
zurück führen liesse. Eine grosse Menge von Wahrheiten, welche in Be- 
ziehung auf solehe schon in Betrachtung gezogene Functionen schon auf- 
gefunden sind, lassen sich aus der allgemeinen Natur der durch unsere 
Reihen dargestellten Function ableiten, und schon um desswillen würden 
Untersuchungen darüber die Aufmerksamkeit der Geometer verdienen, obwohl 
diess nur Nebensache, und die Eróffnung des Zuganges zu neuen Wahrheiten 
als Hauptzweck zu betrachten ist. Gegenwärtige Abhandlung enthält nur 
erst die Hálfte von den allgemeinen Untersuchungen des Verfassers, deren 
zu grosser Umfang eine Theilung notwendig machte. Hier gilt eben die 
Reihe selbst als Ursprung der transscendenten Functionen, welche in dem 
weitern Verfolg der Arbeit aus einer allgemeiner anwendbaren Quelle werden 
abgeleitet, und aus einem hóheren Gesichtspuncte betrachtet werden. Die 
erstere Erzeugung macht, ihrer Natur nach, die Einschrånkung auf die 
Fälle nothwendig, wo die Reihe convergirt, also wo das vierte Element «x, 
positiv oder negativ, den Wert ] nicht überschreitet: die andere Erzeugungsart 
wird diese Beschránkung wegrüumen. Allein eben die erstere Erzeugungsart 
führt schon zu einer Menge merkwürdiger Wahrheiten auf einem bequemern 
und gleichsam mehr elementarischen Wege, und desswegen hat der Verf. 
damit den Anfang gemacht. 

Diese erste Hälfte der Untersuchungen zerfällt in drey Abschnitte, 
welehen einige allgemeine Bemerkungen voraus geschickt sind. Um eine 
Probe von der ausgedehnten Anwendbarkeit der Reihe zu geben, sind auf 
dieselbe zuvórderst 23 verschiedene Reihenentwickelungen algebraischer, 
logarithmischer und trigonometrischer Functionen zurück geführt, so wie, 
als ein Beyspiel höherer transscendenter Functionen, die Coefficienteu der 
aus der Entwickelung von (aa + bb — 2ab cose) " entspringenden, nach den 
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Cosinus der Vielfachen von © fortschreitenden, Reihe, und zwar letztere auf 
drey verschiedene Arten. 


Der erste Abschnitt beschåftigt sich mit den Relationen zwischen solchen 
Reihen von der obigen Form, in welchen die Werthe eines der drey ersten 
Elemente um eine Einheit verschieden, die Werthe der drey übrigen hin- 
gegen gleich sind. Dergleichen Reihen nennt der Verf. series contiguae, im 
Deutschen könnte man sie etwa verwandte Reihen nennen. Jeder Reihe 
F(a, 8, y, x) stehen also sechs verwandte zur Seite, nämlich JF(«- 1, 8,7, x), 
F(a—1, 8, % @), Ste, Bitte P(2, 8— l, 7, 2) Ste Brit ei 
F(a, 3, 1 — 1. x), und es wird hier gezeigt, dass es zwischen der ersten und 
je zweyen der verwandten eine lineare Gleichung gibt. Funfzehn Gleichungen 
entspringen auf diese Weise. Es folgt hieraus das wichtige Theorem, dass, 
wenn a'— a, a"— a, B-—ß, 9"— 8, 1'— y, 1'— y ganze Zahlen sind, auch 
zwischen F(a, B, y, 2), F(a, 89,1, 2), F(a", B", Y", ai eine lineare 
Gleichung Statt findet, und also, allgemein zu reden, aus den Werthen zweyer 
dieser Functionen der Werth der dritten abgeleitet werden kann. Einige 
der einfachsten oder sonst merkwürdigen Fälle hat der Verf. hier noch 
besonders zusammen gestellt. 


Der zweyte Abschnitt gibt Verwandluugen in continuirliche Brüche, und 
zwar für die Quotienten 


F(a, 8+1,7+1, z) F(a, B-- 1, y, z) Fa—1, B- 1, y, 2) 


Fa, B, t, 2) FO, Brei ' Fehn) 


auf welche sich noch drey andere durch die offenbar verstattete Vertauschuug 
der beiden ersten Elemente zurück führen lassen. Von diesen Lehrsiitzen 
sind fast alle bisher bekannte Entwickelungen in continuirliche Briiche nur 
specielle Fálle. Vorzüglich merkwürdig ist der Fall. wo man in der zweyten 
Entwickelung 9 — 0 setzt. Es folgt daraus ein Lehrsatz, welehen wir 
seiner umfassenden Anwendbarkeit wegen hier beyfügen. Die Function 
F(a, 1, y, 2) oder, was einerley ist, die Reihe 


a.a+ I aatla+2 , 
32% + ete. 


a 
l+-2+ — qu -r 
Y telles er yel 


gibt den continuirlichen Bruch 


1* 
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wo die Coefficienten a, b, c, d etc. nach folgendem Gesetze fortschreiten: 


a Y—a 


wan Decke SEIN 
e EU Ee 
(y+ 1) (7 + 2) Q + 2)(7 + 3) 
EDGE JE eg 
(1 + 9) (1 +4) Q +4)(r + 5) å 


Hiernach lassen sich z. B. die Potenz eines Binomium, die Reihen får 
log (1 + x), log Lt, für Exponential-Gróssen, für den Bogen durch die 


Tangente oder durch den Sinus u. a. in unendliche continuirliche Brüche 
verwandeln. Auch beruhen hierauf die in der Theoria motus corporum 
coelestium gegebenen Verwandlungen in solche Brüche, deren Beweise hier 
von dem Verfasser nachgehohlt werden. 

Bey weitem den gróssten Theil der Abhandlung nimmt der dritte Ab- 
schnitt ein, in welchem von dem Werthe der Reihe gehandelt wird, wenn 
man das vierte Element — 1 setzt. Nachdem zuvórderst mit geometrischer 
Schärfe bewiesen, dass die Reihe für z — l1 nur dann zu einer endlichen 


Summe convergire, wenn y — « — Å eine positive Grósse ist, führt der Verf. 

Ur — 1). Hy — a — B — 1 

diese Summe, oder F(a, 8, y, 1) auf den Ausdruck ire nt "a 3 3 
Eee mest ANT PE 

zurück, wo die Characteristik I] eine eigene Art transscendenter Functionen 

andeutet, deren Erzeugung der Verf. auf ein unendliches Product gründet. 

Diese in der ganzen Analyse hóchst wichtige Function ist im Grunde nichts 


anders als Eulers inexplicable Function 
We Oo 2 


allein diese Erzeugungsart oder Definition ist, nach des Verf. Urtheil, durch- 
aus unstatthaft, da sie nur für ganze positive Werthe von z einen klaren 
Sinn hat. Die vom Verf. gewählte Begründungsart ist allgemein anwendbar, 
und gibt selbst bey imaginären Werthen von z einen eben so klaren Sinn, 
wie bey reellen, und man läuft dabey durchaus keine Gefahr, auf solche 
Paradoxen und Widersprüche zu gerathen, wie ehedem Hr. Kramp bey seinen 
numerischen Facultäten, die sich, wie man leicht zeigen kann, auf obige 
Function zurück führen lassen, aber zur Aufnahme in die Analyse weniger 
geeignet scheinen, als diese, da jene von drey Grössen abhängig sind, diese 
nur von Einer abhängt, und doch als eben so allgemein betrachtet werden 
muss. Der Verf. wünscht dieser transscendenten Function Uz in der Analyse 
das Bürgerrecht gegeben zu sehen, wozu vielleicht die Wahl eines eignen 
Nahmens für dieselbe am beförderlichsten seyn würde: das Recht dazu mag 
demjenigen vorbehalten bleiben, der die wichtigsten Entdeckungen in der 
Theorie dieser der Anstrengungen der Geometer sehr würdigen Function 
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machen wird. Hier ist von dem Verf. bereits eine bedeutende Anzahl merk- 
würdiger, sie betreffender, Theoreme zusammen gestellt, wovon ein Theil 
als neu zu betrachten ist. Der Raum verstattet uns nicht, in das Detail 
derselben hier einzugehen: nur das eine heben wir davon aus, dass der 


+ 


Werth des Integrals (eu — a")'dr von x = Q bis z — 1 leicht auf die 


Function lI zurück geführt werden kann, und dass alle die von Euler tür der- 
gleichen Integrale zum Theil mühsam gefundenen Relationen sich mit grósster 
Leichtigkeit aus den allgemeinen Eigenschaften jener Functionen ableiten 
lassen, so wie umgekehrt allemahl Ilz, wenn z eine Rational-Grösse ist, sich 
durch einige solche bestimmte Integrale darstellen låsst. 

Nicht weniger merkwürdig ist die aus der Differentiation vou lle ent- 
springende, gleichfalls transscendente, Function. oder vielmehr 


dlogllz — dis 
de Me.de 


welche der Verfasser mit Wz bezeichnet hat, und die gleichfalls eine besondere 
Benennung verdiente. Von den zahlreichen merkwürdigen Eigenschaften 
dieser Function, welche in der Abhandlung aufgestellt sind, führen wir hier 
nur die Eine an, dass allgemein Wz — WO, wenn z eine rationale Grösse ist, 
auf Logarithmen u. Kreis-Functionen zurück geführt werden kann; WO selbst 
aber ist die bekannte, von Euler und Andern untersuchte, Zahl 0,5772156649 .... 
negativ genommen, welche der Verfasser hier, nach einer von ihm selbst ge- 
führten Rechnung, auf 23 Decimalen mittheilt, wovon die letzten von 
Mascheron?s Bestimmung etwas abweichen. Uebrigens hängen sowohl [lz, 
als Vz, mit mehreren merkwürdigen Integralen für bestimmte Werthe der 
veründerlichen Grösse zusammen. 

Diesem dritten Abschnitte ist noch eine unter der Aufsicht des Professors 
Gauss von Hrn, Nicolai mit grösster Sorgfalt berechnete Tafel für logllz und 
für Wz beygefügt, worin das Argument z durch alle einzelnen Hunderttheile 
von 0 bis 1 fortschreitet; aus der Theorie dieser Functionen ist klar, dass 
man auf diese Werthe von e alle andere leicht zurück führen kann. 
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Erster Teil. 


Einleitung. 


— VEE 


l. 


Die Reihe, die wir in dieser Abhandlung untersuchen wollen. kann als 
Function der vier Grössen o, 8, y, x angesehen werden, die wir die Elemente 
derselben nennen, indem wir der Reihe nach das erste Element a, das zweite 3, 
das dritte ; und das vierte z unterscheiden. Offenbar ist es erlaubt, das 
erste und zweite Element mit einander zu vertauschen: wenn wir also der 
Kürze wegen unsere Reihe durch Arts, 8, 4, z) bezeichnen, so haben wir 
Eu Eo x)= F(a, P T, 2). 


2 


Werden den Elementen =, 8, y bestimmte Werte beigelegt, so geht 
unsere Reihe in eine Function einer einzigen Verånderlichen z über, die 
offenbar nach dem 1— «ten oder 1 — Bien Gliede abbricht, wenn a — I 
oder f — 1 eine negative ganze Zahl ist, in allen anderen Fallen aber sich 
ins Unendliche erstreckt, Im ersteren Falle stellt die Reihe eine rationale 
algebraische Function dar, im zweiten dagegen meist eine transscendente 
Function. Das dritte Element ~ darf weder eine negative ganze Zahl noch 
= 0 sein, damit wir nicht zu unendlich grossen Gliedern kommen. 


3. 
Die Coefficienten der Potenzen x” und x"*" in unserer Reihe verhalten 
sich wie 
1 ß 
EE EPI 
m mm m mm 


nähern sich also der Gleichheit um so mehr, je grösser m genommen wird. 
Wenn daher auch dem vierten Elemente x ein bestimmter Wert beigelegt 
wird, so wird von dessen Beschaffenheit die Convergenz oder Divergenz ab- 
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hången. So oft nåmlich z einen reellen, positiven oder negativen, Wert, 
kleiner als die Einheit, erhált, wird die Reihe sicher, wenn auch nicht gleich 
von Anfang an, so doch nach einer gewissen Entfernung convergiren und 
zu einer ganz bestimmten endlichen Summe führen. Dasselbe ergiebt sich 
für einen imaginåren Wert von x von der Form @+ by— 1, sofern 
aa -- bb — 1. Für einen reellen Wert von x dagegen, der grösser als die 
Einheit ist, oder für einen imaginàren von der Form a+by—1, wo 
aa + bb — 1, wird die Reihe, wenn nieht sogleich, doch nach einer gewissen 
Entfernung notwendig divergiren, so dass von ihrer Summe nicht die Rede 
sein kann. Für den Wert z — 1 endlich (oder allgemeiner für einen Wert 
von der Form a + b/— 1, wo aa + bb = 1) wird die Convergenz oder Diver- 
genz der Reihe von der Beschaffenheit von a, B, y abhängen; von dieser, 
und insbesondere von der Summe der Reihe für s= 1, werden wir im 
dritten Abschnitt sprechen. 

Da nun unsere Function als Summe einer Reihe definirt ist, so ist klar, 
dass sich unsere Untersuchung naturgemåss auf die Fälle beschränkt, wo 
die Reihe wirklich convergirt, und dass es ungereimt ist, nach dem Werte 
der Reihe zu fragen, wenn z einen grósseren Wert als die Einheit hat. 
Spåter jedoch, vom vierten Abschnitt an, werden wir unsere Function auf 
ein hóheres Princip gründen, welches eine sehr allgemeine Anwendung 
gestattet. 


4. 


Die Differentiation unserer Reihe, wobei wir nur das vierte Element x 
als veránderlich ansehen, führt auf eine eben solche Function, denn man 
hat offenbar 


dF(a, B, y, 4) ag 
da 3 


F(a+1, 8 4-1, y+1, 2). 
Dasselbe gilt von wiederholien Differentiationen. 


5. 


Es wird der Mühe wert sein, einige Functionen, die sich auf unsere 
Reihe zurückführen lassen, und die in der ganzen Analysis sehr håufig vor- 
kommen, hierherzusetzen. 


1. (cayo er(— $$ — 5), 
wo das Element 8 beliebig ist. 

n TE fees owe s 1 1 wm 
1l. C++ ie g'^—9g^ty y ol 
Ill. (t 4- wu)" t= urr(- n, w, 2o, E 
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wo o eine unendlich kleine Grósse bedeutet, 


IV. (¢+u)"—(t—w"= mr uF(— 5n Op SE EH 3 a) 


2 2 2 Mo 
V. (t+ uy — r=ntturfi == 5 o 2. —*), 
VI. log(1 +t) = tF(1, 1, 2, — 2), 
! ae ; i å 
VIL lg; STEE pd) 


We a A Rå 
VIL e =F(1,% 1; „)=1+ FG, k > 2, d 
=1+t+3 TU SS a u. 8. W., 


wo e die Basis der natürlichen Logarithmen, Æ eine unendlich grosse Zahl 
bezeichnet. 


t "ath EM ! tt 
IX. e+e =2r(%, Lé 9? ak) 


wo k und EI unendlich grosse Zahlen bedeuten. 


b tt 
i; EP VI iet a 
re urn; ax) 


3 
XI. sint = er (&, en — ay) 


2 4kk' 
XII t= F (k, K 2 
, cost = e P ep , 


CM 
XIII $) t= sint. GÉIE g'3 sin), 
: Ca EE? 
XIV. nn il g’ sine. 


XV. t = tangí. st: selg E — tangt?)» 


1 


1 1 1.8 
SERA NE => EOM LL sat, 
XVI. sinnt = nsint.F( 50+ 5: gta 3 sine) 


1 Bi 
XVII. sinnt = n sint.cost. r(5 n+l; enk 1 9? E 


un 


T 1 
XVIII. sinnt = n sint.cost" 'r(- 3” +1, — +y » ang), 


www.rcin.org.pl 


12 Erster Teil. 


` A E 1 1 på V 
XIX. sinnt=mnsint.cost (sn 1» art 3? — tang?) 


1 1 1 
XX. cosnt = F(5v. —3% 7 sine. 


1 1 ] TEL ER 
XXL. cosnt SIE EES —3^t3 PE sine, 


] 1 deed 
XXII. cosnt = cos P(— 3m —3" + Pr die tang tt); 
1 


1 
XXIII. cosnt = str gz” + 2 å hoy — ange). 


6 


Die vorstehenden Functionen sind algebraische, sowie von Logarithmen 
und Kreisbogen abhångende transscendente. Aber nicht um ihretwillen 
stellen wir unsere allgemeine Untersuchung an, sondern vielmehr um die 
Theorie der hóheren transscendenten Functionen zu fördern, von denen 
unsere Reihe ein sehr ausgedehntes Geschlecht umfasst. Dahin gehóren, 
ausser unzáhligen anderen, die Coefficienten, die aus der Entwickelung der 
Function (aa + bb — 2abcosq) ^ in eine nach den Cosinus der Winkel ¢, 
29, 39 u. s. w. fortschreitende Reihe hervorgehen und die wir insbesondere 
bei anderer Gelegenheit ausführlicher behandeln werden. Auf die Form 
unserer Reihe können jene Coefficienten auf mehrere Arten zurückgeführt 
werden. Setzen wir nämlich 


(an + bb—2abeosg) "= = A + 2A'cose + 24" cos2 + 24" 00839 +: 


so haben wir erstens 


å bb" 
A a" F (n, n, 1, Al 


aa 


A t > bb 
A' =na~ or (n, n+1, 2, 2), 


vw n+ 1) —2n—2 ; TJ bb 
A = Gs a bbF N, n+2, 3, AA , 

n ^(n--1)(n»--2) m- bb 
A PE VETA, 3n DEC n+ 3, 4, 2), 


Du Gb MG 


Betrachtet mau nämlich au +- Ab — 2abcoso als das Product von 
a — br und a — br" (wobei r die Grösse coso + sing. —1 bezeichnet), so 
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wird Q gleich dem Product 


von a?" 
„nn +1) bbrr | n(n--1)(n--2) dr 
mal ik 12 an 1.2.3 ar 
bi n(n4 1) ir n(a+1)n +2) Ke" 
Beer te TRE ae 
und da dies Product identisch sein muss mit 
AA) Ar Dre cos 
so ergeben sich die obigen Werte ohne Weiteres. 
Ferner haben wir zweitens 
Ne 1, ab 
A =(aa+ bb) F(5™ 5 gut 5: 1; em , 
Aaa bb 
Be —n—1 = see 0 nd à 
A n(aa + bb) ab F (5 ues 2" å n+1, 2, Å 
n  n(n+1) e I 1 3 ,  4aabb 
EE (aa + bb) aabbF|3n+l, yn 3» 3, Gaam 
m AnD) NE I SE D 4aabb 
A"=- rer tr aa + bb) a'b? F gt y yn +2, 4, (aa +59)" 
QUSE 
welche Werte leicht aus 
A MET. n(n + 1) aabb 
Q (aa + bb)" — | +n (r4-? lan ge 1.9 (r+175? (aa +00): 
folgen. 
Drittens wird 
= 1 4ab 
A =(a+b) "(n ; = 1, aci) 
3 4ab 
(KÉ $ —2n—2 1 © 
A' — n (a + b) abF(n +1, 3 3 3, ec) 
nn. hin F 1) —2n—4 4ab ) 
A 9 Ww +b) aabb F\ n+ 2, å, 5, (a + bP , 
mm Qn 1) 0 4- 2) c ri el 4ab 
A"= KE ENG (a+b) a3 F\ n+ 3, a (s TFI) 


W Sale 


www.rcin.org.pl 


14 Erster Teil. 


Endlich ist vierfens 


A = (a1 "P(n ; 2h ar) 
A =n(a —b) "— ar(n+ı, å 3 A ar) 
ED a “ar (n+2, 5 ee m) 
A"= me ED tar (n+3, $ d am) 
Ul SE GE 
Jene und diese Werte ergeben sich leicht aus 
o(a + bm (i ERE) T 
Het ry N, yt ber hir 
9 (a — Eër (i Be e) n 
ILE yc E dete». Oo i-r "Ee 
| 
* 
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Beziehungen zwischen benachbarten?) Functionen. 


x 


7. 


Wir nennen eine Function zu F(a, 8, y, x) bemachbart, wenn sie aus 
dieser dadurch hervorgeht, dass das erste, zweite oder dritte Element um 
eine Einheit vermehrt oder vermindert wird, wåhrend die drei übrigen 
Elemente ungeändert bleiben. Die ursprüngliche Function F(a. 8, y, 2) 
liefert also sechs benachbarte. Zwischen je zweien derselben und der ur- 
sprünglichen Function besteht eine sehr einfache lineare Gleichung. Diese 
Gleichuugen, fünfzehn an der Zahl, stellen wir hier zur Übersicht zusammen, 
wobei wir der Kürze wegen das vierte Element, das stets — x zu denken 
ist, fortlassen und die ursprüngliche Function einfach mit F bezeichnen. 


[1] 0 = (y— 22— (f. —2)z) E 2- «(1 — 2) F(a 4- 1,0,1) — Cj — 2)  (« — 1,0, 1), 
[2] 0 — (B — «) F -- aF(a + 1, By D-PF B+ Å, 7), 

lege PP el apa KE s) sre LT 
[4] 0 = 1(« — (y — 02) F — «1 (1 — 2) F(a + 1, B, 4) 

+ (1 — 2) —8)zF(a2, 2, y+ 1), 

[Ding Cra — P G+ LS 
[6] 0 = (1—«—8).F— (q— 9) F(a—1, B, 1) BC — 2) FG, B + 1, 1) . 
[Mee (8 — JE — HP — (y — a) ral, B, PG HF — ID 
[8] 0= q(1— 2) F— yF(a— 1, 8, 1) +O Dar B, 7+ 1), 
[9] 0= (a — 1 — (1— 8 — DskE -- Qr — e) EQ — 1, D, 3) 

— (1— DA — 2) F(a, B, 1 — 1) 

[10] 0 = (7-284 (B— 2)z) F-- 8(1 —2) F(a, B+ 1,4) — Ci — 8) F(a, B— 1,7), 
[11] 0 — 1(8 — (y — ma) F — fy (1 — 2) F(a, B + 1,7) 

+ (9 — 2) — Marta, f 7 1) 
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[12] 02 (y —8 — 1)F + RF (a, B + 1, ) — — D FG, B, y — 1), 
[13] 0=y(1 —2)F —1F(2, 8— 1,1) + 1— 9) zF (o, B 1 +1), 
[14] 0= (BP — I — (y—2— DÆ F--(1—8) F(a, B— 1,1) 
(GS DO =o ME ID 
[15] 0= (1 — 1 —(2y — a — 8 — 1) x) F + (y — Ju — Bær (a, B, y+ 1) 
meo KGL SVA fre DE 
8. 


Diese Formeln sind folgendermassen zu beweisen. Setzen wir 


(a+ 1) (a 2-2)... (4 — D (B + 1)... (B -- m — 2) 


1.9.3... m.1(12- 1)... (q4- m — 1) =M, 
so wird der Coefficient von x” 
TJ ee T GE «(B + m — 1) M. 
in F(a,3— 1,7) . . . a(B— I) M, 
in F(a+1, 8, ) + . . (a+ m)( + m — 1) M, 
in F(a, 8, 4 — 1) AN a(B+m— Då +m—1)M 


1—1 


dagegen der Coefficient von A" ^! in F(a+1, 8, 7) oder der Coefficient 
von z" in xF(a + 1, f, y) 


=m((+m—1)M. 


Hieraus erhellt sofort die Richtigkeit der Formeln 5 und 3; durch 
Vertauschung von a und ß geht aus 5 Formel 12 hervor, dann aus diesen 
beiden durch Elimination 2. Weiter entsteht aus 3 durch dieselbe Ver- 
tauschung 6; aus der Verbindung von 6 und 12 entsteht 9, hieraus durch 
Vertauschung 14, und aus der Verbindung beider 7; aus 2 und 6 folgt 
endlich 1, und hieraus durch Vertauschung 10. Formel 8 kann ebenso, wie 
oben die Formeln 5 und 3, aus der Betrachtung der Coefficienten herge- 
leitet werden (auf dieselbe Art könnten, wenn man wollte, alle 15 Formeln 
gefunden werden), eleganter aber aus den schon bekannten auf folgende 
Weise. Verwandeln wir in Formel 5 das Element a in «— 1 und y in 
y+ 1, so kommt 


0 — (1— «4- 1) F(a — I, 8, y+1) + (« — 1) FG, FG Dale (8b 39 


Verwaudeln wir aber in Formel 9 nur + in y+ 1, so wird 


0= (a Il G E Pa) F(a, B, a8 1) +(y—a SS DHO 1 H "7 rus 1) 
— 11 — 2) F(a, 8, 4) 
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Die Subtraction dieser beiden Formeln liefert sofort 8, uud diese durch 
Vertauschung 13. Aus I und 8 geht 4 hervor, und hieraus durch Ver- 
tauschung 11. Aus 8 und 9 folgt endlich 15. 


9. 


Sind a’—a, B'— 8, 1'— y, sowie a"— a, 8"— B, y’—y (positive oder 
negative) ganze Zahlen, so kann man von der Function F(«,ß,y) zur 
Function Fa’, ß', y) und ebenso von dieser zur Function F(a”, B”, y”) 
durch eine Reihe åbnlicher Functionen so übergehen, dass jede der vorher- 
gehenden und der folgenden benachbart ist, indem man nämlich zuerst 
ein Element, etwa «, bestindig um eine Einheit åndert, bis man von 
F(a, B, y) zu F(a’, B, y) gelangt ist, sodann das zweite Element ändert, bis 
man zu F(a, 3. y) gelangt, und endlich das dritte Element ändert, bis man 
zu F(a’, 0,1) gelangt, und ebenso von dieser zu F(a”, B”, am Da 
nun nach Art. 7 zwischen der ersten, zweiten und dritten, und allgemein 
zwischen je drei aufeinanderfolgenden  Functionen dieser Heihe lineare 
Gleichungen bestehen, so ist leicht ersichtlich, dass daraus durch Elimination 
eine lineare Gleichung zwischen den Functionen F(a, B, 1), F(a’, 8’, y) und 
F(a", f", y") abgeleitet werden kann, so dass, allgemein gesprochen, aus 
zwei Functionen, deren drei erste Elemente sich um ganze Zahlen unterscheiden, 
jede beliebige andere ebenso beschaffene Function abgeleitet werden kann, 
wenn nur das vierte Element dasselbe bleibt. Uebrigens begnügen wir uns 
hier, diese merkwürdige Wahrheit im allgemeinen festgestellt zu haben, ohne 
auf die Vereiufachungen einzugehen, durch welche die zu diesem Zwecke 
nótigen Rechnungen móglichst kurz werden. 


10. 


Seien z. B. gegeben die Functionen 
Sta, By), F(a+l, B+1,7+0)), Fla+2, B+21+2) 


und eine lineare Gleichung zwischen denselben sei gesucht. Wir verknüpfen 
sie folgendermassen durch benachbarte Functionen 


F(a, $8, 1) =F 

F(a + 1,8, 7)= F’ 
Fat+1p+1,)=F" 

Flaa- 1,8+ 1,y+,1)=F"" 

F(a+2,B+ 1,y+1)= FW 

F(a +2..+27+ D)=F" ^ 
L(un--2,84-2,4-2)— FM 


Gauss. 
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Wir haben also die fünf linearen Gleichungen (aus den Formeln 6, 13, 
| 5 des Art. 7): 


I. O=(y—a— 1) F — (9 — 2a— I — 8) F'— BOL — a) F” 

IL 0=yF"—(1 — 2) F"-—G —a— Der"! 

IL 0=yF"—(3 — a — 1) FP" — (a +1) PV 

IV. O=(y—a— IR (y—2 BAUER (B + D) (1 — 2) EY 
V. 0=( + 1) FIV— Q + 1) (I —2) FV— (9 — a — Dar! 


Aus I. und II. ergiebt sich durch Elimination von F" 
VL 0=yF— (1 — ail (y — a — pf — Der" 
Hieraus und aus III. durch Elimination von F” 

VIL 0=F— (1 — å — I — fø) F"— (a + 1) (1 — x) FIV 
Dann aus IV. und V. durch Elimination von FV 

VII 0— (y+ 1) E" — (y+ 1) FN + (B+ DæFVI 
Hieraus und aus VII. durch Elimination von FIY 


IX. 0—(1(12- )F— (G+ DEG — («0 8-0) 2) F” 
— (a + 1) (B + 1D) z(1 — zx) FVI 


11. 


Wollten wir sámmtliche Beziehungen zwischen je drei Functionen 
F(a, 8,1), Pla +A, Bp, y +y) und F(a +N, Bp, y+), wobei A, 
m, v, Å, p^, V entweder = 0, oder = + 1, oder = — 1 sind, erschüpfen, 
so würde die Menge der Formeln bis auf 325 steigen. Eine solche Samm- 
lung, wenigstens der einfacheren dieser Formeln, wäre keineswegs unnütz: 
an dieser Stelle mag es aber genügen, nur einige beizufügen, die jeder 
ohne Mühe wird beweisen können, sei es nach den Formeln des Art. 7, sei 
es, wenn man lieber will, auf dieselbe Weise, wie die beiden ersten von 
diesen im Art. 8 ermittelt sind. 


16] Sieden Pat p+] r1) 


[17] F(s 8-- 1,0) —F(« 8, Fat B-- 1, 1-1) 


[18] Pa +19 FG 6) — P F(a - B+ 1-- 1) 
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[19] PG, f+1 1-2) — F8 0 — OCDE Mal, 8-1, 14-2) 
Di F(«--1,8, 1--) — FG, 8, 097 ret 8-1, 14-3) 
Di) F(A—1,8--1,) Fa p p= EE 


P3 F(ee18—1,:2— FG b p= 0— 5 ret, B rH 


[23] F(a, BF], 1) — F(a + l, B, p=? pq + 1, B+ l, CG 1) 
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Kettenbrüche. 


— SM— 


12. 
Bezeichnen wir 


F(a, B+ 1, 1 4-71, 2) 
F(a, P, 1, 2) 


mit G(a, B, 7, ©) 
80 ist 


F(a+1, B, y+1, z) (f a+ i 1d. ei ` Å 
F(a, Bra A. SO, a, 7, 2) rw G (B, a, % a) 


und daher, wenn wir Gleichung 19 durch F(a, B +1, y +1, x) dividiren, 


1 __ a(y—B8) 
I Ge ew 1 t O+ b +1, 2) 
oder 
[24] G (a, p, Ts x) -—r r 
ES aA e 


und da ebenso 


l 
G(B+1, 4, 7+1, 2— DEI) 


(12-1) (12-2) 


£ G (24-1, B --1, 1 2- 2, a) 


ist, u. s. f, so ergiebt sich für G(a, B, y, x) der Kettenbruch 
` P(e, B+1,7+1,2)_ 1 
[29] Fe bua I= 
1 — bz 
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wo 
ama SOLD) pO DEEL ei 
qe) G+ Die) 
AD GE eg A Aen P+NO+3—9 
(4-2) Q + 3) Q + 3) Q + 4) 
ga (cp DOT 2— 9) rat OG FEE 
Q4 (2-5) C + 5) (1 +6) 


u. S. f. ist, und das Fortschreitungsgesetz auf der Hand liegt. 
Weiter folgt aus den Gleichungen 17, 18, 21 und 22 


[26] F(a, B -- 1, y, 2) SA pr 


F(a, d oh a) IST E Ai a) 


F(a +1, 8, y, 2) I 

[aee => - ebe EE A AE 
F(a, B, 1 2) ETI B, 1, 2) 

pu Maren  . a 
F(a, d % a) ES Gg 1, a— 1,02) 

F(a +1, 8 — 1, y a) - 

[29] ANER Er TTS ERE 

F(a, B, t, ©) 1 PV Ga 41, 8-1, T, €) 


woraus, wenn für die Function @ ihre Kettenbruch-Werte gesetzt werden, 
ebensoviele neue Kettenbrüche hervorgehen. 

Uebrigens ist ohne Weiteres klar, dass der Kettenbruch in Formel 25 
abbricht, wenn eine der Zahlen a, 8, 4 — a, 1 — H negativ und ganzzahlig 
ist, sonst aber sich ins Unendliche erstreckt.?) 


13. 


Die im vorigen Artikel gefundenen Kettenbrüche sind von sehr grosser 
Wichtigkeit, auch kann man behaupten, dass bis jetzt kaum irgendwelche 
nach deutlichem Gesetze fortschreitende Kettenbrüche von den Analytikern 
anfgefunden seien, die nicht als besondere Fülle in den unsrigen enthalten 
wären. Besonders merkwürdig ist der Fall, wo in Formel 25 f —0O ge- 
setzt wird, so dass F(a, B, y, z)- 1, und daher, wenn wir y— 1 
statt y schreiben, 
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PCED EDE 
[30] F(a, iex. s 1060104 2)” 
1 — bx 
1— op 
1 — de 
1—... 

wobei 
od JE 
E 7+ 1) 
ox Le DU c ur 
G+DG+ 2) - @+9G+3) 
-G+DG+D p 30-2—2 
^ Q7 3)( +4) +4) +5) 
u. 8. f. 
14. 


Es wird der Mühe wert sein, einige besondere Fålle hier beizufügen. 
Aus Formel I Art. 5 folgt, für £— 1, f — 1, 


[31] (1 + «)* Rea 


2(n+2) 
EC Bä 


1 — 103, net 


1+ 


Aus den Formeln VI u. VII Art. 5 folgt 


t 
[32] log(1 + t)= i 
3* 
1+ I 
ei 
14 
2 
ri 
1+ CS 
10 
14- 
S 
10 
I + 3 
Itogtu S: f 
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1+¢ 2t 
3 
1 D 
dad 
1 3.5 
3.3 
nT” 
1———H- 
1-79 tt u. s. f. 


Werden hier die — Zeichen in + verwandelt, so ergiebt sich der 
Kettenbruch für arc. tang. å. 


Weiter haben wir 


1 
[34] ie —— 
[— e 
3 
1+ i 
zt 
E 6 "T 
b 
6 
1 i 
+ Se 
uno Me 
1 
1+ io! Us 8: f: 
sint cost 
195] uo eee 
po ce 
3 a sint 
VERDI E 
ZS gin 8 
de ies 
7,9 Sint’ 
jene 
1-28 sint u. GE f. 


Setzen wir a = 3, 1 =3, so folgt aus Formel 30 ohne Weiteres der 


in der Theorie der Bewegung der Himmelskörper Art. 90 gegebene Ketten- 
bruch.*) Ebenda sind zwei andere Kettenbrüche mitgeteilt, deren Ent- 
wickelung bei dieser Gelegenheit nachgeholt werden soll. 
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Sei 
58, 
1.9 
Pelr 
9.11* 
1.10. 
1 mg" f 
so wird a, a. 0. 
Beien nt = also 


so wird nach Formel 25 


1 Ay [A SES et 1 5 nj 
z-9(» P 9? ch und on 95 3 ig x) 


Daher ist 
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Nach Gleichung 21 haben wir aber 


re T 1E Doe 
WER EN 2? Latz 9" 3 ck Sep 9? 9” 2 


woraus Q = R — LE: und dieser Wert liefert, in die obige Formel eingesetzt, 


dé 
2 ag 
35 
on. 18 
d. i. die zweite Formel. 
Setzen wir in Formel 30, a=, x = — ynt, so wird für einen un- 


endlich grossen Wert von y 


[36] Fr Ly int) =1—mt+m(m-+n)t—m(m-+n) (m+ 2n) B+ 


EEN. 
an mt e 
KE (m+ n)t 
IH 
1+ 2nt > E 
vu (Lu ui.) LER 
1+ 3nt u. s. f. 
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Von der Summe der Reihe, wenn man das vierte Element — 1 setzt, 
wobei zugleich einige andere transscendente Functionen abgehandelt werden. 


— MÁ 


15. 


Wenn die Elemente «, ß, y sämmtlich positive Grössen sind, so werden 
alle Coefficienten der Potenzen des vierten Elementes x positiv; ist aber das 
eine oder andere von jenen Elementen negativ, so werden, wenigstens von 
einer gewissen Potenz x” an, alle Coefficienten mit demselben Vorzeichen 
behaftet sein, wenn nur m grösser als der absolute Wert des grössten ne- 
gativen Elements angenommen wird. Ferner ist von selbst klar, dass die 
Summe der Reihe für z — 1 nicht endlich sein kann, wenn nicht die Coeffi- 
cienten wenigstens von einem gewissen Gliede an unbegrenzt abnehmen, 
oder, um analytisch zu reden, wenn nicht der Coefficient des Gliedes z^ 
gleich 0 ist, Wir werden nun zeigen, und zwar denjenigen zu Gefallen, die 
die strengen Methoden der alten Geometer lieben, in aller Strenge, 

erstens, dass die Coefficienten (wenn die Reihe nicht etwa abbricht), 
unbegrenzt wachsen, falls a + 8 — 7 — 1 positiv ist; 

zweitens, dass die Coefficienten sich einer endlichen Grenze beständig 
nähern, falls a + B —y—1=0; 

drittens, dass die Coefficienten unbegrenzt abnehmen, falls « + §— y—1 
negativ ist; 

vierlens, dass die Summe unserer Reihe für æ — 1, trotz der Abnahme 
im dritten Falle, unendlich ist, falls a + B — y positiv “oder — 0 ist; 

fünftens, dass dagegen die Summe endlich ist, falls a + B — y negativ ist.°) 


16. 


Wir wollen die folgende Untersuchung allgemeiner an der unendlichen 
Reihe M, M’, M", M'"... führen, die so gebildet ist, dass die Quotienten 
M' M" MU ; 

TI MW bezw. die Werte des Bruches 
AAT BÓ ee Ka 
P+at + bf Poe 
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für t=m, t— m -- 1, {=m+2u.s. f. sind. Der Kürze wegen wollen 
wir den Zähler dieses Bruches mit P, den Nenner mit p bezeichnen und 
ausserdem voraussetzen, dass P und p nicht identisch sind, oder dass die 
Differenzen Å — a, B — b, C — c, .. . nicht sämmtlich zugleich verschwinden. 


I. Wenn von den Differenzen A — a, B — b, C — c, ... die erste nicht 
verschwindende positiv ist, so kann man eine Grenze 7 so angeben, dass, 
sobald der Wert von ¢ dieselbe übersteigt, die Werte von D und p sicher 
stets positiv ausfallen und Pœ p ist. Offenbar wird dies der Fall sein, 
wenn für Z die grösste reelle Wurzel der Gleichung p(P— p)= 0 gewählt 
wird; hat aber diese Gleichung gar keine reellen Wurzeln, so wird jene 
Eigenschaft für alle Werte von t statthaben. Daher werden in der Reihe 
mM mM" Mim 
wm m 
von Anfang an) alle Glieder positiv und grösser als eins sein; wenn also 
keins derselben — 0 oder unendlich gross wird, so ist klar, 

dass alle Glieder der Reihe M, M', M", M'’, ..., wenn nicht von 
Anfang an, so doch nach einer gewissen Entfernung, dasselbe Vor- 
zeichen haben und beständig wachsen. 


- wenigstens nach einer gewissen Entfernung (wenn nicht 


Aus demselben Grunde werden, wenn von den Differenzen A—a, 
B — b, C — c u. s. f. die erste nicht verschwindende negativ ist, alle Glieder 
der Reihe A M', M", M"', ..., wenn nicht von Anfang an, so doch nach 
einer gewissen Entfernung, dasselbe Zeichen haben und beståndig abnehmen. 


II. Sind schon die Coeffieienten A und a verschieden, so werden die 
Glieder der Reihe M, M'. M", M'", ... über jede Grenze hinaus oder ins 
Unendliche entweder wachsen oder abnehmen, je nachdem die Differenz 
A — a positiv oder negativ ist: dies beweisen wir, wie folgt. Wenn A—a 
positiv ist, werde eine ganze Zahl k so angenommen, dass h(Å — a) — 1, 


MÄ M^ mM" + Mich he 
und gesetzt =N, pies, PTI A 3 ës be, d u. s. f., 507 
N N" NU 


wie tP^— Q, (t+ 1)p' — q. Dann ist klar, dass euer yr? de 


Werte des Bruches £ für £— m, t= m + 1, t= m + 2, ... sind, während 
Q und q algebraische Functionen von der Form 

Q= H hA 

q— P 4 that DÉI 


sind. Da uun nach Voraussetzung die Differenz hA — (ha + 1) positiv ist, 
so werden (nach I) die Glieder der Reihe N, N’, N”, N"'", ..., wenn nicht 
von Anfang an, so doch nach einer gewissen Entfernung, beståndig wachsen; 
daher wachsen die Glieder der Reihe mN, (m+1)N, (m--2)N". 
(m+ 3)N"", ... notwendig über alle Grenzen hinaus und damit auch die 
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Glieder der Reihe M, M', M", M'", ..., deren hte Potenzen ja jenen 
gleich sind. W. z. b. w. 

Ist A — a negativ, so nehme man eine ganze Zahl Å so an, dass 
h(a — A) 2-1 wird, wonach durch ähnliche Schlüsse die Glieder der Reihe 


mM", (m + 1) M^, (m + 2) M", (m+ 3) Mk, ... 


nach einer gewissen Entfernung bestándig abnehmen werden. Daher nehmen 
die Glieder der Reihe M^, M'*, Ah... also auch die Glieder der folgenden 
M. M', M", M", ... notwendig unbegrenzt ab. W. z. b. w. 

III. Sind dagegen die ersten Coefficienten A und a einander gleich, 
so convergiren die Glieder der Reihe M, M’, M". M”, ... beständig gegen 
eine endliche Grenze, was wir folgendermassen beweisen. Nehmen wir 
zuerst an, die Glieder der Reihe wachsen nach einer gewissen Entfernung 
bestàndig, d. h. von den Differenzen B— 6, C — c, ... sei die erste nicht 
verschwindende positiv. Sei A eine so beschaffene ganze Zahl, dass k + b — B 
positiv wird, und setzen wir 


h h h 
(51) —N, a) =N, Ec =N" u s. f, 


m— 1 m+ 1 
, Wr 
ferner (tt — 1)" P = Q, (^p = q, so dass FF die Werte des Bruches 
H für t=m, t=m+1, ... sind. Da wir dann haben 


Q9. 40807 au xim 


q= pg A pti b pom % 


und nach Voraussetzung B — å — b negativ ist, so werden die Glieder der 
Reihe N, N’, N", N'", ..., nach einer gewissen Entfernung mindestens, 
beständig abnehmen; somit können die Glieder der Reihe M, M', M", 
M, ..., die stets bezw. kleiner sind als jene, während sie zugleich be- 
ständig zunehmen, nur gegen eine endliche Grenze convergiren. W.z.b. w. 

Wenn die Glieder der Reihe M. 24', M", M”, ... nach einer gewissen 
Entfernung beständig abnehmen, so ist für A eine solche ganze Zahl zu 
wählen, dass k + B — b positiv ist, und durch ganz ähnliche Schlüsse zu 
beweisen, dass die Glieder der Reihe 


em d E ZA EE y (m--1y , 
af = ): M 2) M (==) u. sif 


nach einer gewissen Entfernung beständig wachsen, so dass die Glieder der 
Reihe M, M', M", ..., die stets bezw. grösser sind als jene, während sie 
zugleich beståndig abnelimen, notwendig nur bis zu einer endlichen Grenze 
abnehmen können. W. z. b. w. 
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IV. Was endlich die Summe der Reihe, deren Glieder M, M', M", M"',... 
sind, in dem Falle betrifft, wo dieselben unbegrenzt abnehmen, so wollen 
wir zuerst voraussetzen, A — a liege zwischen 0 und — 1, d. h. A+1—a 
sei positiv oder — 0. Es sei Å eine positive ganze Zahl, und zwar eine be- 
liebige im Falle, dass A + 1 — a positiv ist, dagegen so beschaffen, dass 
sie die Grüsse k+ m+ A+ B — b positiv macht, falls A+ 1 — a — 0. 
Dann ist 
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P(t—(m--À—1)) — t**' + (A 4-1 —m —4)t^4- (B—A(m--AÀ—1) 7... 


p(t — (m+) — t**! + (a —nm —h) Da ny 


wo entweder A+ 1 — m — h — (a — m — h) positiv. oder wenn dies = 0 

wird, wenigstens B — A(m + h — 1) — (0 — a(m + h)) positiv sein wird. 

Dann kann (nach I) für die Grösse ¢ ein solcher Wert / angegeben werden, 

e ; ho P(t—(m+h—1)) 

dass, sobald derselbe überschritten ist, die Werte des Bruches —~———_- 
p (t— (m 4- h)) 

stets positiv und grósser als eins werden. Es sei » eine ganze Zahl, grösser 

als 2 und zugleich grösser als Å, ferner seien N, N', N", N'",... die 

Glieder der Reihe M, M', M", M'',..., die den Werten t= m +n, 
t=m+n+ l, t=m+%+ 2.... entsprechen. Dann sind die Grössen 


(n-k1—429)N' (n-2—2)N" (n-3—1N" | 
(n—h)N * (n+1—h)N" (n+2—A)N" 


positiv und grósser als eins, folglich 


,. (n—h)N aec nct ENN T Gute 2-8) NTC | 
Fate) N ER ES ONT REG russe 


so dass die Summe der Reihe N+ N'+ NIT N'’-+..- grösser ist als die 
Summe der Reihe 


1 l 1 - 
e—-»x( B tte 


wieviel Glieder man auch nehmen mag. Die letztere Reihe aber über- 
schreitet, wenn die Gliederzahl ins Unendliche wächst, jede Grenze, da 


die Summe der Reihe 1 + 5+ - + i -4-:::, die bekanntlich unendlich ist. 
Tu 1 
auch unendlich bleibt, wenn die Anfangsglieder 1 + gt 3 Zeh SE ET 


abgetrennt werden. Also wächst die Summe der Reihe N+ N'4-N" 4- N'""4- --., 
und damit auch die Summe M+ M'+ M"+ M''+.---, von der jene ein 
Teil ist, über alle Grenzen. 
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V. Ist aber A — a negativ und absolut grósser als eins, so wird die 
Summe der ins Unendliche fortgesetzten Reihe M+ M'+ M"+ M'"'+ 
sicher endlich sein. Denn sei kb eine positive Grösse, kleiner als a—A—1, 
so wird durch ähnliche Rechnungen bewiesen, dass man einen Wert Z von £ 


angeben kann, über den hinaus der Bruch — stets positive Werte, 


Pt 
EH En 
kleiner als 1, erhält. Wenn nun für n eine ganze Zahl angenommen wird, 
die grösser als 4 m und h + 1 ist, und wenn die Glieder der Reihe M, 
M', M", M'",..., die den Werten t=n, t=n+1, t=n+2,... ent- 
sprechen, mit N, N’, N” bezeichnet werden, so ist 


EX 1 "a 
= 2 A er 


aee n(n + 1) 


so dass die Summe der Reihe N +- N'+ N'’+-.-, wieviel Glieder man auch 
nehmen mag, kleiner ist, als das Product aus N und der Summe ebenso- 
vieler Glieder der Reihe 


n—h—1,(n—h—1)(n—h), (n—h—1)(n—h)(n—h+1) . 
der E n(n 4- 1) T n(n+1)(n+2) 


Die Summe dieser Reihe aber kann für jede beliebige Gliederzahl leicht 
angegeben werden; es ist nämlich 


Zëss EEE | 
h h ^ 

nd Gre LGA) 
h hn : 


n—1 (n—h—1)(n—h)(n—h+1) 
h hn(n + 1) 


das erste Glied 


die Summe zweier Glieder = 


die Summe dreier Glieder = 


u. 5. w., und da der zweite Teil (nach IL) eine unter jede Grenze sinkende 
: : , : zx 
Heihe bildet, muss jene Summe bei unbegrenzter Fortsetzung =" ge- 


setzt werden. Daher bleibt N+ N’+ N”... bei unbegrenzter Fortsetzung 


€ 


stets kleiner als *> und somit convergirt M+ M'+ M"+- --- sicher 
gegen eine endliche NA W. z. b. w. 


VI Um das, was wir allgemein von der Reihe M, M', M”,... be- 


wiesen haben, auf die Coefficienten von 2”, 2"*!, 77... in der Reihe 
F(a, B, Y, x) anzuwenden, hat man à = 2, 4—«-4-f, B=a8, a—1--1 
und b= zu setzen, woraus sich die fünf Behauptungen des vorigen Art. 
ohne Weiteres ergeben. 
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17. 


Die Untersuchung über die Beschaffenheit der Summe der Reihe 
F(a, B, v, 1) beschränkt sich nach dem Vorigen naturgemäss auf den Fall, 
wo 1— a — H positiv ist, in welchem jene Summe stets eine endliche Grösse 
darstellt. Wir schicken aber folgende Bemerkung voraus. Wenn die 
Coefficienten der Reihe 1 + az + bra + cx3+----=S von einem gewissen 
Gliede an unter jede Grenze sinken, so ist das Product 


(1— z)S2 1 + (a — 1)z + (0 — a)æx + (c — billen 


für z-—1 gleich 0 zu setzen, auch wenn die Summe S jener Reihe unend- 
lich gross wird. Denn da bei Addition zweier Glieder die Summe —a wird, 
bei dreien =D, bei deren =e u. s. w., so ist die Grenze der ins Unendliche 
erstreckten Summe =0. Wenn daher 1—«— positiv ist, muss für z—1, 
(1 — 2) FG, B, 1 — 1, z) = gesetzt werden, woraus nach Gleichung 15 
Art. 7 folgt 


0 — 1(« + 8 — Ela, 8, 5, 1) + (1 — 9) 0 — 8) FG, B, y+1, 1) 
oder 
[37] Fe An Mee GP Fa B 1-1, 1) 


Da nun ebenso 

ri) HIN 
G+DG+1—a—P) 
+2—a4) (7+ 2—8) 
(1 + 2) (7 + 2—a —8) 
ist, und so fort, so wird allgemein, wenn & eine beliebige positive ganze 
Zahl bezeichnet, 


F(a, B, 14-1, 1)— F(a, B, y+ 2, 1) 


F(a, B, y+ 2, Us F(a, 8, y+ 3, 1) 


F(a, B, y, 1) gleich dem Producte aus F(a, f, y+ k, 1) 
mal G- VG +1 — 2) (+2 —0)...(+4—1—0) 
mal (y — 8) (+ 1-8) + 2—8)...G¢ + 4—1—f) 


dividirt durch das Product 


aus ytl +2)... 0 +4—1) 
mal (j—a—f)(r-- 1 —«— B) (p4-2—8 — D). tet Sle — D] 


18. 
Wir wollen von jetzt ab die folgende Bezeichnung einführen: 


ER EE k 


Ks > 
(9-1) 3-3)04-3)....(s EI 


[38] Il (4,2) = 
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wo & als eine wesentlich positive ganze Zahl zu denken ist, mit welcher 
Einschränkung II(k, 2) eine vällig bestimmte Function der beiden Grössen 
k und z darstellt. Hiernach ist leicht ersichtlich, dass der am Schlusse des 
vorigen Árt. ausgesprochene Satz sich so darstellen låsst: 

IE (E, y — 1).H (k, y —a —8B — 1) 


[39] F(a, Bt Day, 1— a 1).IT CZ, 1—8— pf. By +k, 1) 


19. 


Es ist der Mühe wert, die Beschaffenheit der Function II(X,2) genauer 
zu untersuchen. Ist 2 eine negative ganze Zahl, so erhält die Function 
offenbar einen unendlich grossen Wert, sobald & hinreichend gross ange- 
nommen wird. Für ganzzahlige, nicht negative Werte von z aber haben wir 


[1(k,0) = 1 
II, 1)=— 
Lengo 
IE — : 
1+ alt + si 
Ar - 2 — : 
Ux) x) d 
u. 5. f., oder allgemein 
LER AAN Se eli S g 


7 GER foe De CAE 


Allgemein aber haben wir für jeden Wert von g 


1+2 
[41] Il (E, £+ 1) = UC, 2): par 
1 
k 
s+1 
+") 
[42] Neti o 
pit 
k 
us dg, 
mithin, da II(1, ¢ ee ist, 
1 9*-F1 grt Vs m tud 


[43] Ik, 2) => ———. ————  —— ===" 


eil l'(22-e) 2*(82-e) 3.442) EEEE) 
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20. 


Besondere Beachtung verdient der Grenzwert, gegen den für einen festen 
Wert von z die Function l(k, 2) beständig convergirt, wenn % unendlich 
gross wird. Sei zunächst % ein endlicher Wert von &, grösser als z, so ist 
klar, dass, wenn k aus k in k+ 1 übergeht, der Logarithmus von II(k, 2) 
einen Zuwachs erfáhrt, der durch folgende convergente Reihe ausgedrückt wird 


sl trai , e(1— 22) | z(12- 25) | e(1— säi 
30-1 30 -1* 4G DC 50 19 77 


Wenn daher & aus dem Werte Å in k+% übergeht, wird der Logarithmus 
von Il(%, 2) den Zuwachs erhalten: 


1 1 1 J BIS 
«OH (Gnatt aent tas) 


— vo! 


1 1 1 1 
+34 æg Ra GN Kasa) 


1 : 1 1 1 1 
x el dg (a pent get tas 


+ --- 


welcher, wie leicht zu beweisen, stets endlich bleibt, auch wenn » unendlich 
wird. Wenn also nicht schon I[I(#, z) einen unendlichen Factor enthält, 
d. h. wenn nicht z eine negative ganze Zahl ist, so wird der Grenzwert von 
Il(&, 2) für k= «o sicher eine endliche Grösse sein. Offenbar hängt daher 
Il(&, ei ausschliesslich von z ab, oder stellt eine völlig bestimmte Function 
von £ dar, welche in der Folge einfach durch llz bezeichnet werden soll. 
Wir definiren also die Function llz durch den Wert des Productes 


AUD ANEG 4 2 
(e+ 1) (e +92) (e 4- 8) .... (e4- k) 


für k — o», oder, wenn man lieber will, durch den Grenzwert des unend- 
lichen Productes 


1 git! gst get 


eil Q+e) 2(3+2) te 


21. 
Aus Gleichung 41 folgt sofort die Hauptgleichung 


[44] I (e + 1) = (2 + 1)llz 


Gauss. 
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und hieraus allgemein, wenn » irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
(45] (e+ n) = (z + 1) (2 + 2) (2 + 3) .... (e 4- n)lle 


Für einen negativen ganzzahligen Wert von ¢ wird der Wert von Ile 
unendlich gross; für nicht negative ganzzahlige Werte haben wir 


IEN 

li = il 

M=? 

113 — 6 

Tl4 = 24 u. s. f. 
und allgemein 
[46] Wee Dee) 50006 


Uebel angebracht ware aber diese Eigenschaft unserer Function als 
Definition derselben, da sie wesentlich auf ganzzahlige Werte beschrånkt ist 
und ausser unserer Function noch unzähligen anderen (z. B. cos2mz.llz, 
cosne*"llz u.s. w., wo x den halben Umfang des Kreises vom Radius 1 
bezeichnet) gemeinsam ist. 


22. 

Obgleich die Function Il(k, z) allgemeiner erscheint, als Is, wird sie 
uns doch für die Folge entbehrlich, da sie sich leicht auf letztere zurück- 
führen låsst. Denn aus der Verbindung der Gleichungen 38, 45 und 46 
ergiebt sich 


EU Us 
47 — Kr 
[47] NG, dire 
Uebrigens ist der Zusammenhang dieser Functionen mit denen, die 
Herr Kramp numerische Facultåten genannt hat, von selbst ersichtlich. Die 
numerische Facultät, die dieser Schriftsteller mit a?” bezeichnet, ist nämlich 
in unseren Zeichen 


Es erscheint indessen ratsamer, eine Function einer Verånderlichen in 
die Analysis einzuführen, als eine Function dreier Verånderlichen, um so 
mehr als diese sich auf jene zurückführen lásst.9) 
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23. 


Die Stetigkeit der Function [lz wird unterbrochen, sobald ihr Wert 
unendlich gross wird, d. h. für negative ganzzahlige Werte von z. Sie ist 
daher positiv von ¢ = — 1 bis z = æ, und da für beide Grenzen Ile einen 
unendlich grossen Wert annimmt, so wird es zwischen ihnen einen kleinsten 
Wert geben, der, wie wir gefunden haben, — 0,8856024 ist und dem Werte 
2=0,4616321 entspricht. Zwischen den Grenzen z= — 1 und 2— — 2 
wird der Wert von Is negativ, zwischen 2 — — 2 und z= — 3 wieder 
positiv und so fort, wie aus Gleichung 44 ohne Weiteres folgt. Weiter ist 
klar, wenn man alle Werte von Ilz zwischen beliebigen, um eins von ein- 
ander verschiedenen Grenzen, z. B. von z=0 bis z— 1, als bekannt ansehen 
kann, so kann man daraus den Wert der Function für jeden anderen reellen 
Wert von z mit Hilfe der Gleichung 45 leicht ableiten. Zu diesem Zwecke 
haben wir eine Tafel aufgestellt, die am Schlusse dieses Abschnitts bei- 
gefügt ist; dieselbe enthält die briggischen Logarithmen der Function Ie 
auf 20 Stellen, für z=0 bis 2=1 von Hundertstel zu Hundertstel mit 
grösster Sorgfalt berechnet, wobei aber zu bemerken, dass die letzte, 
zwanzigste, Stelle zuweilen um eine oder zwei Einheiten falsch sein kann. 


24. 


Da die Grenze von F(a, B, y+ k, 1), für unendlich wachsendes k, 
offenbar eins ist, so geht Gleichung 39 in die folgende über 


NG — 1). IG —«—8 — 
[48] F(a, 8, v, qe IG 


und diese Formel stellt die vollständige Lösung der Frage dar, welche den 
Gegenstand dieses Abschnittes ausmacht. Ohne Weiteres folgen daraus die 
eleganten Gleichungen 


[49] F(a, B, y, 1)= F(—a, —8, y—a— p, 1) 
[50] F(a, B, T Der a qx Ob 1)—1 
[51] F(a, B, % 1). Ste, —8, 1—8, 17=1 


in deren erster y, in deren zweiter 1 — 8, in deren dritter y— a positiv 
sein muss. 


25. 
Wir wollen Formel 48 auf einige der Gleichungen des Art. 5 anwenden. 
1 Ke: 
Formel XIII wird, wenn wir / — 90° = gt setzen, gra "(x 3’ 9’ 1) 
d. h. gleichbedeutend mit der bekannten Gleichung 


11:35 
2.4.6. 


m EE 


1 SEES 
3.3 - 3.4. 7 


LM eh 2 å 
que. 5 


EN 
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193 
Da nun nach Formel 48 F (> 2" EE nae und [I0 — 1, 


2 
(EE (- a ist, so wird en ») oder 
52 le. so 
is E e 


l 
[53] Hl —3 yr 
Formel XVI des Art. 5, welche dasselbe sagt wie die bekannte Gleichung 


Na Su n(nn — 1) gj n(nn— 1)(n—9). 5 
sinnt = nsint— 33 nt? + mA TE wm sint 


und allgemein für jeden Wert von m gilt, wenn nur f nicht die Grenzen 


— 90° und + 90° überschreitet, liefert für ¢ ST 


. nx _ »H3j.Il(— 1) 
8113 7 1(— Fn). Il in 


woraus sich die elegante Formel ergiebt 


oder, wenn » = 2z gesetzt wird, 


[54] IL (— ei I (4- 2)—u 


[55] Il (— ei. His — 1) =—— 


Sin gT 


I 
oder auch, wenn man z + 9 für g schreibt, 


[56] I (-i gu e): L (-3 = J = å 


; Aus der Verbindung von Formel 54 mit der Definition der Function H 


folgt, dass —T die Grenze des unendlichen Productes 
sin zx 


(1 2 Sera. babe k)? 
(1 — 22) o — &g) o — eg) .... (kk — 28) 
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für unendlich wachsendes % ist, so dass 


sine” = zn (1 -( -&)n JE inf. 


und auf dieselbe Weise liefert 56 


coser = (1 — 422) ( = 5) (1 -3) +++ in inf. 


sehr bekannte Formeln, die von den Analytikern auf ganz andere Art ab- 


geleitet zu werden pflegen.*) 


26. 


Bedeutet eine ganze Zahl, so findet man den Wert des Ausdrucks 
; 1 p n— 1 
n” I (, 2. n(s, ell e—2) nis e DCH 
n n n 
IM (nk, nz) 
bei gehóriger Zusammenziehung 


(1.2.8... 30^ 
1.2.3.... nk, HOD 


so dass derselbe von z unabhängig ist, also ungeändert bleiben wird, 
welchen Wert z auch erhalte. Er lässt sich mithin, da Il(k, 0) = lI(rk, 0) 
= l ist, durch das Product 


n(x - 2) -u(s — 2) n (s —2)-— (s SCH 
> n n n n 


darstellen. Für unendlich wachsendes E bekommen wir demnach 


vele -,):1( —*)...n(« ==) 
n n n 
Ing 


n—1 
=n(-1)-n(-2)-n(-3)-n(-5") 
n n n n 
Das Product rechter Hand, in umgekehrter Reihenfolge der Factoren 
mit sich selbst multiplicirt, liefert, nach Form. 55, 
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Sonach haben wir den eleganten Satz?) 


[57] e n(— 7) t n(e = 2). X esas (25 79 
Ing TE Za 


27. 
Das Integral (27a — z") dx, so genommen, dass es für z — 0 ver- 


schwindet, lässt sich durch folgende Reihe ausdrücken, wenn Å und p 
positiv sind: 


A pr — p429H. D > 
x wow Eee 
A p+å 1.2.2p.+ À À m 


Daher wird der Wert desselben für z = 1 


"Km 
" 


ui (> + ) 
m 


sein. Aus diesem Satze fliessen ohne Weiteres alle Beziehungen, die Euler 
ehedem mit vieler Mühe entwickelt hat. Setzen wir z. B. 


da gyde 


=A, | 
va) ya — 2) 


80 ist a lic sb pant LC EC P, so dass AB 


1 : 
— sz Zugleich folgt hieraus, da 11-11 [- j- Me, 
4 4 sintz y8 


"le z44)= Vs (EE Vara) «55 


Der Zahlenwert von A betrågt, nach Stirlings Rechnung, 1,3110287771 
4605987, der Wert von B ist nach demselben Schriftsteller — 0,5990701173 
6779611,% nach unserer, auf einen besonderen Kunstgriff gestützten Be- 
rechnung, — 0,5990701173 6779610372. 

Allgemein lässt sich leicht zeigen, dass der Wert von Us, wenn e 


rational x ist, wo m und p ganze Zahlen bedeuten, aus y. — 1 bestimmten 


Werten solcher Integrale für z — 1 abgeleitet werden kann, und zwar auf 
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sehr viele verschiedene Arten. Nimmt man nåmlich für Å eine ganze Zahl 
und für v einen Bruch mit dem Nenner p, so wird der Wert jenes Integrals 
stets auf drei Iz zurückgeführt, wo z ein Bruch mit dem Nenner p ist; 


jedes solche Us lässt sich aber durch Formel 45 entweder auf n(- 3I 


ç 


oder auf u(—=). oder UE u. s. w., oder endlich auf LSC 


zurückführen, wenn z wirklich ein Bruch ist; ist aber z eine ganze Zahl, 
so ist Us selbst bekannt. Aus jenen Integralwerten aber kann, allgemein 


gesprochen, jedes u(—™). wenn mp, durch Elimination gefunden 


werden.*) Wenn wir noch Formel 54 zu Hilfe nehmen, wird sogar die 
Hälfte jener Integrale hinreichend sein. Setzen wir z. B. 


anne (ar? fraus Jena: 


80 wird 
1 I3. (— 3) I3. H(—3) T13.H (— 4) 
c-i;-n(— 5) D= ‚zu Y, M 
5 Ic) I(— $) Il(— à) 
Hm (EH 5) 
lernac aben wir, wegen 5 = E — 5 H 
n(-1)= 50° wt 2 CD ot BK 125 CC DDEE 
5 DER 5 BRER M5 p? $ 


n Ser 


Die Formeln 54 und 55 liefern überdies 
Paci D nie 
sinte P singx 
so dass zwei Integrale D und Æ oder E und F hinreichen, um alle Werte 


1 2 
n(— 5): u(— sl u. 8. W. Zu berechnen. 
5 5 


> IB.Ily 
Setzen wir y = vz und p = 1, so wird ia v) der Wert des Integrals 


= el! iid 


————— von y= 0 bis y — v, oder es ist der Wert des Integrals 


*) Wenn wir statt der Gróssen selbst ihre Logarithmen einführen, so wird diese 
Elimination nur lineare Gleichungen betreffen, 
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A 
ER PÅ" 3 AEN Tp... Fy __ I, 4) 
\y (1 d dy zwischen denselben Grenzen = Tree 1X 


(Form. 47), sofern v eine ganze Zahl bedeutet. Wenn nun v ins Unendliche 


wächst, wird der Grenzwert von Il (v, 3) —1lIA, der Grenzwert von (: — d aber 
=e *, wo e die Basis der hyperbolischen Logarithmen bezeichnet. Ist daher 
À positiv, so drückt = oder II(A— 1) das Integral [yea von y — 0 
bis y= œ aus, oder wenn wir A statt A— 1 schreiben, IR ist der Wert 


des Integrals fr e "dy von y =Q bis y — oc, wenn A+ 1 positiv ist. 


Setzen wir allgemeiner y = £", cA +a—1=%, so geht o e "dy in 


az’ e de über, welches also, zwischen den Grenzen z = 0 und 2 = oo ge- 
+1 
nommen, durch UK — 1) ausgedrückt wird, 


oder 


Der Wert des Integrals (seta von z=0 bis 2— o wird 


u(-1) DS 


a 


ær : de 3 id 
S Pi wenn a und B+ 1 positiv sind (sind beide 

[s 
negativ, so drückt sich das Integral durch — Kean aus) So findet man 


t$3|-— 


1 
z. B. für 8=0, « — 2, den Wert des Integrals [enun J=5y" 


[Siehe Anmerkung 9.] 


29. 
Euler hat für die Summe der Logarithmen log] + log2 + log3 +-+. 
$ : 1 1 t B G 
+ logz die Reihe («+ 7) loge — e+ 5 log2x Rer pu T PI e. 


ermittelt, wo = A B=2> © EN u. s. w. die Bernoullischen Zahlen 
sind. Durch diese Reihe wird daher logllz dargestellt; obgleich nämlich 
auf den ersten Blick dieser Schluss auf ganzzahlige Werte beschrünkt zu 
sein scheint, so ergiebt sich doch bei nåherer Betrachtung, dass die von 
Euler benutzte Entwickelung (Instit. Cale, Diff. Cap. VI, 159) wenigstens 
für positive gebrochene Werte ebensowohl angewendet werden kann, wie für 
ganze Zahlen: denn er setzt nur voraus, dass die in eine Reihe zu ení- 
wickelnde Function von z so beschaffen sei, dass ihre Abnahme, wenn z in 
£ — I übergeht, dureh den Taylorschen Lehrsatz dargestellt werden kann, 
sowie dass diese Abnahme —logz ist, Die erstere Bedingung beruht auf 
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der Stetigkeit der Function, hat also für negative Werte von z nicht statt, 
auf die jene Reihe mithin nicht ausgedehnt werden darf: die zweite Be- 
dingung aber kommt der Function loge allgemein zu, ohne Beschränkung 
auf ganzzahlige Werte von g. Wir setzen daher!) 


1 A B 
68) ` logllø=(2+3 Jlogs — a + 10527 15; — pin 


($ D 
5.68 7.848 7 


Da hiernach auch 


1 A 38 
logll2e = (22-5 7) og22 — 22 + 5 log2r + 1.2.2¢ — 3.4.82? 
5, 
6 OR 


05.6.3255 — 7.8.1287 


und nach Formel 57, wenn n = 2 gesetzt wird, 


log il (2 —) = logll 4 — logs — (27-5 )log2 +5 log 2x, so ist 


1 A 738 
[59] iogli(z—3)=21g2—2 + age — 13.% 3435 
316 En 1279 
75.6.8925 ' 1.8.1285 0° 


Diese beiden Reihen convergiren für grosse Werte von e von Anfang 
an ziemlich rasch, so dass sich ihre angenåherte Summe bequem und hin- 
reichend genau berechnen låsst: indessen ist wohl zu beachten, dass für 
jeden gegebenen, noch so grossen, Wert von g nur eine beschränkte 
Genauigkeit zu erzielen ist, da die Bernvullischen Zahlen eine hyper- 
geometrische Reihe bilden, so dass jene Reihen, wenn sie nur hinreichend 
weit erstreckt werden, sicher aus convergenten in divergente übergehen.!!) 
Übrigens ist nicht zu leugnen, dass die Theorie solcher divergenten Reihen 
bisher an gewissen Schwierigkeiten leidet, von denen ich vielleicht bei 
anderer Gelegenheit einige behandeln werde. 


30. 
Aus Formel 38 folgt 
(ke +o) _ gd 2+2 ER 1 xn 
Ike) #e+l+o 2+2+0 6+3+0  s+k+u 


woraus, wenn man die Logarithmen nimmt und in unendliche Reihen ent- 
wickelt, hervorgeht 
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[60] logll(k,z + w) = log! (k, e) 


+ (logk— E gg) 
8 ZA BED BE 2+k 


1 1 1 1 1 
nges "(uz Ga, as A a) 


e 1 1 1 1 
4 “(Gant (+29 (3S Geo 
+--+ in inf. 
Die hier mit w multiplicirte Reihe, die sich, wenn man will, auch so 
Schreiben lásst 


+ log 2— F 085-4 


1 
ez 2+3 


ilt 1 
2+1 24-3 


k 
rwy ptr 


besteht aus einer endlichen Anzahl von Gliedern, convergirt aber, wenn E 
unendlich gross wird, gegen eine gewisse Grenze, die uns eine neue Art 
transscendenter Functionen darbietet, welche wir im Weiteren mit We be- 
zeichnen wollen. 

Nennen wir ferner die Summen der folgenden, ins Unendliche erstreckten, 


Reihen 
1 1 il 


GP GAP G+ 
1 1 1 

(62-19 G+ (0-39 57 
1 1 1 
Sit @+ ot et ay 


u. S. W. 


bezw. P, Q, R u. s.f. (die Einführung von Functionszeichen erscheint für 
diese weniger notwendig), so haben wir 


[61] logll(z + w) = logllz + w Vg Pu 


1 
E o» P—gutQ+] vik — ++ 


Offenbar ist die Function Wz die erste Ableitung von loglle, so dass 


ds 
[62] "b ss Us Has 
dWz ddWz d'W: 
Ebenso ist P="7;"> Q dat’ Fran 
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31. 


Die Function Vz ist beinahe ebenso merkwürdig wie die Function Ile, 
weshalb wir die wichtigsten Eigenschaften derselben hier zusammenstellen 
wollen. Durch Differentiation von Gleichung 44 kommt 


1 
6: = auk 
[63] Yerl)=We+ 
folglich 
[64] Ye 4- 5) — Y (2) + : Spm d 1 ee eA 
+1 e+2 &+3 etn 


Hiernach kann man von kleineren Werten von z zu grósseren hinauf, oder 
von grösseren zu kleineren hinabsteigen; für grössere positive Werte von g 
berechnen sich die Zahlenwerte der Function hinreichend bequem aus 
folgenden Formeln, die sich durch Differentiation der Gleichungen 58 und 59 
ergeben, von denen indessen dasselbe gilt, was wir Art. 29 über die 
Formeln 58 und 59 bemerkt haben: 


[65] Vz = loge + St + RR. 


met" 
"aere a 78 8316 
Y quM pm e DE PS 
166] r(e 3) = lee + 333; 4.824 6.32 


So haben wir für 2 — 10 berechnet 
We = 2,3517525890 6672110764 743 
und gehen von hier aus zurück auf 


Yo = — 0,5772156649 0153286060 653") 

*) Da dieser Wert von der zwanzigsten Stelle an von demjenigen abweicht, den 
Mascheroni in den Bemerkungen zu Eulers Calculum Integr. berechnet hat, ver- 
anlasste ich Friedrich Bernhard Gottfried Nicolai, einen unermüdlichen Rechner, 
jene Wertbestimmung zu wiederholen und weiter auszudehnen. Er fand durch doppelte 
Rechnung, nämlich einmal von z= 50, einmal von z = 100 ausgehend, 


FO = — 0,5772156649 0153286060 6512090082 4024310421 


Von demselben sehr geübten Rechner rührt auch der zweite Teil der diesem 
Abschnitt angehängten Tafel her, der die Werte von Wz auf 18 Stellen (deren letzte 
unsicher ist), für alle Werte z von 0 bis 1, von Hundertstel zu Hundertstel, entbålt. 
Die Methoden, mittels welcher beide Tafeln hergestellt sind, beruhen übrigens teils 
auf den hier gegebenen Såtzen, teils auf besonderen Rechnungskunstgriffen, die wir 
bei anderer Gelegenheit mitteilen werden, 
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Für ganzzahlige positive Werte von z ist allgemein 


bc 1 
U E ur en ES Sa = 
[67] ek EE EE 


Für ganzzahlige negative Werte dagegen wird Wz offenbar unendlich gross. 


32. 


Formel 55 liefert uns logIl(— 2) + log (z — 1) = logn — log sinzr, 
woraus durch Differentiation folgt 


[65] V(— 2) — V(z —1) =x cotangzm. 
Und da man aus der Definition der Function V allgemein hat 


1 ity LA ee gure oes. 
z+l y+1 z+? y+2 £43 


[69] Vx— Vy=— Te 


so ergiebt sich die bekannte Reihe 


^ quiis o ib ek 1 
"OD EE T eg ES Tau 


Ebenso geht aus der Differentiation von Formel 57 hervor 


n—1 


[70] pel 1) e v( i) + v(; — owns — nlogn 


somit, wenn wir z = 0 setzen, 


1 ; 2 d 3 n—1 

(a je d eg pA fis HR» TT rir VER ge b 

mj vi OË =) +¥( JE -v( Si (n — 1) VO — n logn 
So ist z. B. 


2 EN. 
Y {— 5 ) = W0 — 21og2 = — 1,96351 00260 21423 47944 099, 


woraus weiter GE + 0,03648 99739 78576 52055 901. 


33. 


1 5 3 : " 
Wie wir im vor. 'Art. v(- 5) auf WO und einen Logarithmus zurück- 


geführt haben, so wollen wir allgemein V (-2) wo m und n ganze 
Zahlen bedeuten, deren kleinere m ist, auf WO und Logarithmen zuriick- 


5 IT . D . 2 
führen. Wir setzen Z = w, und es sei e gleich einem der Winkel o. 


20, 30. 2... (n — 1)o; also 1 — cosa = cosdnp=co53np u. s. Å, 
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coso = cos(n + 1)p = cos(2n + 1)p u. s. f., cos29 = cos(n + 2) p u. s. f., 
ferner cosp + cos2o + cos3g + ... + cos(» — 1)9 + 1 — 0. Wir haben 
daher 


= | 3 
cos eV oos cose + COSP eg — — cos (n+1)¢-+e0s¢ og o 


cos 29. V om — 3 cos 29 + cos 29. 10g 2 — uS cos (n+2)p+008 2p. log 2 — ses 


3 


"n. — 
5- 


cos 3g. V -— =— 3 cos 39 + €0839.log2 — aud co8 (n4-3) e 1- cos ie .log 


u. S. f. bis 


1 n n 
cos(n—l)g. V (- 3) enee (n—1)g+cos(n—1)p.log2 — MT cos(2n—1)p 


+ eos (n — 1)s.log 5 — 


n n 3 
V0 = — eng + log2 — 75008 ing + log z — 


und somit durch Addition 


1— 2— — 
ER un TE md KEN d T 
N n n 


+ eos(n — 1). V (km 
1 1 1 DEE 
= — n( cos a g 00827 + 3 c083p + g 60849 Tin infin. 


Nun ist aber allgemein, wenn x nicht grósser als eins ist, 


* 


l 
log (1 — 2g cose + zz) = — (a cosy + — cos 2o + 4-23 cos3y + 2 


welche Reihe leicht aus der Entwickelung von log(1 — rz) + log (1 -i) 
folgt, wo r die Grösse cose +y— l.sing bezeichnet. Mithin wird die 


vorige Gleichung 


Jen 2—n 3—n 1 
[72] cose. Si c0829,V + cos3g V — — ec -+-e08(n—1)9.W(— a 


1 ` 
=— WO+ gn log? — 26059) 
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Nun werde in dieser Gleichung nach einander ọp =w, 9 = 2w, 9 = 30 
u. s. f. bis ẹ = (n —1)«c gesetzt, diese einzelnen Gleichungen der 
Reihe nach mit cosmw, cos2mo, cos3mo u. s. f. bis cos(» — !)mw 
multiplicirt und zu dem Aggregat der Producte Gleichung 71 


En Mesi cm aei 
qo app "(La no — n logn 
n n n n 


addirt. Wenn man nun berücksichtigt, dass 


I + cosmw.cos ko + cos ?mw . cos Zë + cos 3mw . cos 3kw 
+ +++ cos(n — 1)mo.cos(n — (bon = 0 


ist, wenn % eine der Zahlen 1, 2, 3 .... (x — 1) bedeutet, ausgenommen 
1 

die beiden Werte m und » — m, für welche jene Summe — 9^ wird, so 

ist klar, dass aus der Addition jener Gleichungen, nach Division mit 

? 


5 ; hervorgeht 


ES is v(- Ze (-*57)- 
n N 


2W0 — 2 logn + cos mw. log (2 — 2 cosw) -+ cos2mo.log (2 — 2 60820) 
+ cos3mw .log (2 — 2 cos3w) + ++ cos (n — 1) mw. log (2 —2 cos(n — 1)w) 


Offenbar ist das letzte Glied dieser Gleichung = cos mw. log (2 — 2 cosw), 
das vorletzte = cos2mw.log(2 — 2 cos2m) u. s. f., se dass immer je zwei 
Glieder einander gleich sind, ausgenommen, wenn » gerade ist, das einzelne 


Glied 0085 -mo log | 2 — 2 cos 5° , welches für gerades m, gleich + 2 log 2, 


und für ungerades m gleich — 2 log2 wird. Verbinden wir nun mit 
Gleichung 73 die folgende 


v(-2)-v(-*7")-- cotang — z 
n n n 


so haben wir, für ungerade Werte von «, wenn m eine positive ganze Zahl, 
kleiner als m, ist 


: m : 1 mn ` 2m7 2r 
[74] 4 (- 2) =W0O+ 37 cotang Ca logn + cos D -log (2 -— 2 cos =) 
+ cos ine log (2-2 cos) + cos E 108 (2-2 cos =) “ee. 

n n n n 


— —1 
+ cos QI H5 log (2 —2 e e 
n n 
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Dagegen für gerade Werte von r 
[75] v(-*) 


: 1 
=W0+>5 Sr eotang "7 — logn + cos 7. log (2 —2 00577) 


+ eos og (2200657 pes -+ eo „= ame :d og(2— 2 cos gade) 
n e N = 
+ log2 


wo das obere Vorzeichen für gerade m, das untere für ungerade m gilt. 
So findet man z. B. 


TR N 
v(-i)-wo--; 


i- n 
dÉ 3)- Vo+zayz-; SIE v( Ja EET 


Verbindet man übrigens diese Gleichungen mit Gleichung 64, so ergiebt 
sich ohne Weiteres, dass sich We allgemein für jeden beliebigen, positiven oder 
negativen, rationalen Wert von g durch YO und Logarithmen bestimmen 
làsst, welcher Satz in der That hóchst merkwürdig ist. 


x — Blog, v(-i)- vo- 5 = — 31662 


34. 
Da nach Art. 28 IIA der Wert des Integrals (å ea von a —( bis 


D nu D D v D D m 
y = x ist, wenn Å + 1 positiv ist, so wird, wenn wir nach à differentiiren, 


a\ ^ e^ di 
dn ` Jt > KG, n säi 

7 er Ee Meggie 
oder 


[76] IN. VA =|? e "logy.dy, von y — 0 bis y = œ 


Allgemeiner wird, wenn wir y = z', aà + a — 1 — f setzen, der Wert 


des Integrals |2"e—* og sde von z =0 bis e = œ% 


a Bee PREM us (Bl GN ad BEL o Perl 1 84-1 
aa ( : 1) v( : 1) EE 


wenn B+ 1 und « gleichzeitig positiv sind, und gleich derselben Grösse 
mit entgegengesetztem Vorzeichen, wenn B+ 1 und a beide negativ sind. 
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35. 


Aber nicht nur dus Product II. WA, sondern auch die Function WA 
selbst låsst sich durch ein bestimmtes Integral darstellen. Bezeichnet & 
eine positive ganze Zahl, so ist klar, dass der Wert des Integrals 


VICES 
eg 
få dr, von x=0 bis z— 1, 


UE? 

E eee 
A+1 A+2° 1438 A+k 

e 1 kat) o 

ist. Da ferner der Wert des Integrals ri has dæ allgemein 

: — z —g 

— Const. + ee, — ist, so wird derselbe zwischen den Grenzen z=0 

—t 


und z = 1 gleich logk sein, woraus hervorgeht, dass der Wert des Integrals 
ed Bat ege 
- å 


z) dæ zwischen denselben Grenzen 


l —z 1— g 


1 1 1 


1 
END agg MÅ 


log hr 


ist, welchen Ausdruck wir mit 2 bezeichnen wollen. Zerlegen wir das 
Integral S in zwei Teile 


1-2 gt EE 
(= -) dæ + (= : -=—) dx 
Uae J\l—ax 1—2 
A 
Der erste mea (== . dz verwandelt sich, wenn wir x = s^ setzen, in 


e 


yt) —hky*tt-1 
d 
f Ieg y 


woraus ohne Weiteres klar ist, dass der Wert desselben von z = 0 bis 
æ —] gleich ist dem Werte des Integrals 


E pt 
pe 


Ica 


zwischen denselben Grenzen, da man offenbar den Buchstaben y unter dieser 
Beschränkung in x verwandeln darf. Hiernach wird das Integral S, zwischen 


denselben Grenzen, 
H x^ +k kat +k—1 
E ( m k |dzx 


1—z 1— x 
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Dies Integral geht aber, wenn wir x* =z setzen, über in 


A+1 


Ma ta) in 


und dieses ist mithin, zwischen den Grenzen e = 0 und z= 1 genommen, 
gleich ©. Wenn nun aber % ins Unendliche wächst, hat Q die Grenze WA, 
A+ i 

k 
Demnach haben wir 


Ve 2 1 2 
77 Me LI —a! RU 
77] P W 1 Je I logz 15) g 


log — 


1 re 
— die Grenze 0, k(1— z^) aber hat die Grenze log > oder — log z. 


von £ = Q bis z — 1. 


36. 


Die bestimmten Integrale, durch die oben die Functionen IA und 
II. WX ausgedrückt sind, mussten auf solche Werte von A beschränkt werden, 
dass à+ 1 positiv wird: diese Einschränkung entsprang aus der Beweis- 
führung selbst, und in der That ist leicht zu sehen, dass jene Integrale 
für andere Werte von Å stets unendlich werden, obgleieh die Functionen 
I und [D..WA endlich bleiben können. Der Richtigkeit von Formel 77 
muss sicherlich dieselbe Bedingung zu Grunde liegen, dass 4+ 1 positiv 
sei (denn sonst wird das Integral sicher unendlich, wenn auch die Function 
V endlich bleibt): allein die Herleitung der Formel scheint auf den ersten 
Blick allgemeingültig und keiner Beschränkung unterworfen zu sein. Sieht 
man aber nåher zu, so ergiebt sich leicht, dass in der Analysis selbst, 
durch die die Formel ermittelt wurde, diese Beschrånkung bereits enthalten 
ist. Wir haben nämlich stillschweigend vorausgesetzt, dass das Integral 


A 1 Mk +E —1 
IE dæ, wofür wir das ihm gleiche Ir CR dæ gesetzt haben, 
einen endlichen Wert besitze, und diese Bedingung erfordert, dass Å + 1 positiv 
sei. Aus unserer Analysis folgt nåmlich, dass diese beiden Integrale immer 
dann einander gleich sind, wenn dieses von z = 0 bis z= 1 — w, jenes 
von x=0 bis z= (1 — w)" erstreckt wird, wie klein « auch sei, wenn es 
nur nicht =0 ist: aber nichtsdestoweniger nähern sich in dem Falle, wo 
À--1 nicht positiv ist, die beiden Integrale, von z —O bis zu derselben 
Grenze x= ] — w erstreckt, keineswegs der Gleichheit, vielmehr wächst 
ihr Unterschied, während « unbegrenzt abnimmt, ins Unendliche. Dies 
Beispiel zeigt, wie grosse Vorsicht bei der Behandlung von Infinitesimal- 


Gauss. 4 
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Grüssen geboten ist, die nach unserer Ansicht in analytischen Rechnungen 
nur insoweit zuzulassen sind, als sie sich auf die Theorie der Grenzen zurück- 
führen lassen. 


37. 


Wird in Formel 77, e — e ” gesetzt, so ist klar, dass dieselbe sich 
auch so schreiben låsst 


e" eu 
€ m mU von v= bis u =Q, d.h. 


u Le 
GEES 


(Ebenso verwandelt sich der im Art. 28 angeführte Wert von IR durch 
die Substitution e ”= in den folgenden 


7 Jan von u = Q0 bisu = o. 


x 
In = Wie dv, von v = 0 bis v=1) 
Ferner geht aus Formel 77 hervor, dass 
[79] nw. né von z =Q bisz = 1 


wo ausser Å + 1 auch p + I positiv sein muss. 
Wenn in derselben Formel 77 z= u“ gesetzt wird, wo a eine positive 
Grösse bezeichnet, so kommt 


ay” * —1 


n= H? m- = ) du vonu =0 bis u= 1 
logu l— u 


und da man für einen positiven Wert von Å ebenso setzen kann 


8-1 A+B-1 
V) = (-—-® å la 
logu 1—w 


so wird offenbar 


uw a+a—1 g, P +B- 1 
(ecce DEM 
ft 1— u 1—u 


oder 


Par (E ord 
SS "nM s a S du 
1—u 1—u 
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wobei die Integrale sich immer von 0 bisl erstrecken. Wird nun À—0 
gesetzt, so kann man das letztere Integral unbestimmt ausführen; es ist 


nåmlich =bg, wenn es für «= 0 verschwinden soll; da also, für 


— u 
a 
w=1, ae zu setzen ist, so wird das Integral 
— % F 
Eech » 
logg =f "T du, von u =Q bis w—1 


welcher Satz ehedem von Euler durch andere Methoden aufgefunden wurde, 
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log Uz 


0.0000000000 0000000000 — 0.5772156649 01532861 


9.9975287306 5869172624 0.5608854578 68674498 
9,9951278719 8879034144 0.5447893104 56179789 
9.9927964208 8883589748 0.5289210872 85430502 
9.9905334004 0842900595 | 0.5132748789 16830312 
9.9883378587 9012046216 0.4978449912 99870371 


9.9862088685 5581945437 0.4826259358 14825705 
9.9841455256 3523567773 0.4676124198 67553632 
9.9821469485 3403172902 0.4527993380 01712885 
9.9802122775 3951136603 0.4381817634 95334764 
9.9783406739 6180754713 || 0.4237549404 11076796 

| 
9.9765313194 0866250820 | 0.4095142760 71694248 
9.9747834150 9201128963 0.8954553339 34292807 
9.9730961811 6469083029 0.3815738268 38792064 
9.9714688560 8569966779 0.3678656106 07749546 
9.9699006960 1252903489 0.3543266779 76279272 


9.9683909742 1917527943 0,3409531528 32261794 
9.9669389805 3852656982 0.3277412847 48392299 
9.9655440208 2789424567 0.3146874437 -88860621 
9.9642054164 5653136262 0.3017881155 74610030 
9.9629225038 1404835198 0,2890398965 92138296 


9.9616946338 3869862929 0.2764394897 32192051 
9.9605211715 6456577252 0.2639837000 44220200 
9.9594014956 8673884734 0.2516694306 96100107 
9.9583349981 4361387302 0.2394936791 25936794 
9.9573210837 1550754011 0.2274535333 76265408 


9.9563591696 3881435774 0.2155461686 00260182 
9.9554486852 3498063412 0.2037688437 30623157 
9.9545890715 5360828076 0.1921188983 022211732 
9.9537797810 2908856417 | 0.1805937494 20369178 
9.9530202771 4980077695 0.1691908888 66799656 


9.9523100341 4034352140 0.1579078803 36141874 
9.9516485366 5449703876 0.1467423567 95996017 
9.9510352794 8014390879 0.1356920179 64169332 
9.9504697672 5460261315 0.1247546278 97003946 
9.9499515141 9025401627 0.1139280126 83088296 


SS P" EE 
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9.9494800438 
9.9490548886 
9.9486755902 
9.9483416983 
9.9480527714 


9.9478083757 
9.9476080858 
9.9474514835 
9.9473381584 
9.9472677074 


9.9472397344 
9.9472538503 
9.9473096727 
9.9474068259 
9.9475449406 


9.9477236538 
9.9479426085 
9.9482014538 
9.9484998446 
9.9488374414 


9.9492139104 
9.9496289230 
9.9500821562 
9.9505732920 
9.9511020174 


9.9516680244 
9.9522710099 
9.9529106754 
9.9535867270 
9.9542988754 


9.9550468357 
9.9558303272 
9.9566490735 
9.9575028024 
9,9583912466 


Dritter Abschnitt. 


0996487612 
9188515282 
2321722697 
6257525751 
1057187897 


8828733374 
2329302469 
4291742066 
7445730981 
5205163055 


2994856529 
0190930853 
2650396072 
5806639475 
8308573196 


6182228429 
7494550351 
7500065798 
4251966174 
4659973817 


0978143536 
7706494873 
8891076887 
5807738191 
5015512544 


6766136244 
3756789859 
0213704917 
1294797674 
2799988466 


1178337730 
3821579829 
9634064632 
9869525351 
9225480685 


— 0.1032100582 
0.0925987081 
0.0820919618 
0.0716878723 
0.0613845445 


0.0511801337 
0.0410728433 
0.0310609236 
0.0211426703 
0.0113164225 


0.0015805619 
+ 0.0080664890 
0.0176262683 
0.0271002758 
0.0364899739 


0.0457967895 
0.0550221145 
0.0641673073 
0.0732336936 
0.0822225675 


0.0911351925 
0.0999728024 
0.1087366022 
0.1174277690 
0.1260474527 


0.1345967 771 
0.1430768403 
0.1514887158 
0.1598334528 
0.1681120775 


0.1763255932 
0.1844749812 
0.1925612014 
0.2005851930 
0.2085478748 
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36977615 
87861259 
58406487 
29281510 
85116146 


37897756 
24024375 
71447052 
33530475 
86445845 


87083418 
11364893 
88849468 
35486201 
78576520 


61914496 
79551622 
66077154 
45365776 
39644344 


40635189 
44444623 
51781439 
35011042 
73476253 


58445210 
68980212 
19958383 
83415463 
84327804 


71894293 
67329607 
89132418 
56747012 
73493948 


Erster Teil. 


loglle 


9.9593141388 
9.9602712215 
9.9612622372 
9.9622869327 
9.9633450588 


9.9644363698 
9.9655606232 
9.9667175803 
9.9679070054 
9.9691286662 


9.9703823337 
9.9716677818 
9.9729847878 
9.9743331316 
9.9757125965 


9.9771229684 
9.9785640362 
9.9800355913 
9.9815374283 
9.9830693440 


9.9846311382 
9.9862226132 
9.9878435735 
9.9894938266 
9.9911731821 


9.9928814521 
9.9946184510 
9.9963839956 
9.9981779048 
0.0000000000 


7186450668 
9607519880 
0530119641 
4222223320 
7435456829 


1871920339 
6853798084 
2189101417 
1227146665 
4097614416 


1127271250 
6428658993 
1655271065 
9917940601 
9857361442 


9867851092 
2467644771 
8811182162 
3339013630 
8561111078 


9969520321 
1076437381 
8573930651 
7611664682 
7189109803 


5658844947 
6337679375 
3222432515 
6807320161 
0000000000 


+ 0.2164501461 
0.2242928871 
0.2320769593 
0.2398032061 
0.2474724535 


0.2550855103 
0.2626431686 
0.2701462043 
0.2775953776 
0.2849914332 


0.2923351011 
0.2996270965 
0.3068681204 
0.3140588602 
0.3211999895 


0.3282921690 
0.3353360466 
0.3423322577 
0.3492814254 
0.3561841611 


0.3630410646 
0.3698527244 
0.3766197179 
0.3833426119 
0.3900219627 


0.3966583163 
0.4032522088 
0.4098041664 
0.4163147060 
0.4227843350 


- 


89604789 
46157521 
00672792 
35096466 
46861164 


23688336 
02762795 
14883540 
14168016 
93861542 


88779580 
64887544 
96501033 
31568639 
45479108 


83820641 
94485409 
49528903 
57135499 
64059720 


48881123 
06401469 
23498793 
46740214 
42043086 


46662402 
13771306 
49890838 
45414956 
98467139 
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[Zweiter Teil] 


—— 


[ Vierter Abschnitt.] 


Bestimmung unserer Reihe durch eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 


— u. 


38, 


Wird der Kürze wegen F(a, f, 4, x) = P gesetzt, so haben wir nach 
Art. 4 
dP of 


dx Tre +1, 8-1, {rl x) 
und hieraus durch nochmaliges Differentiiren 


ddP _aß(a +1) (6 +1) 
dos ey 


F(a + 2, B+ 2, y+ 2, 2) 


Hiernach liefert Gleichung IX des Art. 10 
dP ddP 
[80] = aBP— (1— (a+ B +1) 2) gg; — (e — 22) 773 


Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung kann als genauere Definition 
unserer Function angesehen werden; da aber P= F(a, f, y, x) kein voll- 
ståndiges, sondern nur ein particulåres Integral ist (weil keine Constanten 
hinzugekommen sind), so muss die Bedingung hinzugefügt werden, dass P 
für z — 0 mit dem Wert 1 beginne, sowie dass für denselben Wert von x 


8 1 1 
gleichzeitig 2 T und a ad = A ) angenommen werde. 


Für jeden Wert von x, zu dem man von z— 0 stetig fortschreitend 
übergeht, doch so, dass man den Wert xz = 1, für den z — zx = Q ist, nicht 
berührt, ist also P eine vollkommen bestimmte Grósse; offenbar kann man 
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aber auf diesem Wege zu positiven reellen Werten von z, grósser als die 
Einheit, nur gelangen, indem man den Uebergang durch imagináre Werte 
macht, und da dies auf unzáhlig viele verschiedene Arten unbeschadet der 
Stetigkeit geschehen kann, so erhellt hieraus noch nicht, ob nicht dem- 
selben Werte von z mehrere, wenn nicht gar unendlich viele verschiedene 
Werte von P entsprechen, wie dies bei mehreren, besser bekannten, trans- 
scendenten Functionen wirklich der Fall ist. Von diesem Gegenstande aber 
behalten wir uns vor, spáterhin weitlåufiger zu reden, da an dieser Stelle 
hauptsächlich der Fall behandelt wird, wo x unterhalb oder wenigstens 
nicht oberhalb der positiven Einheit angenommen wird und P gleich der 
Summe der Reihe F(a, 8, y, 2) ist. 


39. 


Schreibt man in Gleichung 80, 1 — y für x, so geht dieselbe über in diese 
dP ddP 
PES Tit ANT 


welche dieselbe Form hat wie jene. Hieraus ergiebt sich sofort ein anderes 
particulåres Integral 

Pe F(a, B, «--8--1— 1, y)= Fla, 8, a + P+ I — 4 I — 2) 
woraus nach bekannten Principien als vollståndiges Integral der Gleichung 80 
folgt 
[81] P= MF(a, 8, Y, z) + NF(a, B, a +B + I — y, 1— 2) 


wobei M und N willkürliche Constanten bezeichnen. 
Uebrigens bemerken wir hier nebenbei, dass die allgemeinere Gleichung 


IP dip 
0— AP + (B + Oy) 5, + (D -- Ey + Fw) Gy 


sich leicht auf die Form von Gleichung 80 zurückführen låsst. 


Denn seien die Wurzeln der Gleichung 0 — D+ Ey + Fyy? diese, 
y=a und y — b, oder sei D+ Ey + Fy? identisch gleich dem Product 


F(y — a) (y — b) so ist, wenn man IT =« setzt und a, B. y so be- 


stimmt, dass 
aß c a + B + 1 — dr 
F à F i F(b un a) 


wird, klar, dass jene Gleichung in 80 übergeht. 
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40. 


Mit Hilfe der Differentialgleichung 80 lassen sich sehr viele hóchst 
merkwürdige Såtze über unsere Reihe finden, zum Teil allgemeiner, zum 
Teil mehr specieller Art, auch zweifeln wir nicht, dass viele weitere und 
wichtigere noch verborgen und ferneren Bemühungen vorbehalten sind. 
Was uns bis jetzt zu entdecken gelang, wollen wir hier vorführen. 

Setzen wir P = (1 — a)" P', so ist 


et En i —1 57 A „ap 
ddP mM _ dP’ dd P' 
scht —10-—2* pr änt — x)" E hill a et 


Werden diese Werte in Gleichung 80 eingesetzt, so ergiebt sich, bei Division 
durch (1 — z) T}, 


0 = P{oB(1 — x) + fy — (a + 8 + 1)2) p — z (y — p)} 


PP — (84-02) — 2] — 2) ME | 2 — n) — 2) 


Wir wollen nun p so bestimmen, dass der Multiplicator von P' durch 1 — z 
teilbar wird, was geschieht, wenn entweder p = 0 oder p = 7 — a — f gesetzt 
wird. Die erstere Annahme würde nichts Neues lehren, die Substitution des 
zweiten Wertes dagegen liefert 


o= Pla — by + n] BE hr— Qr— a—$+1)a} 
GE az) 


oder 


ËTT TEE (—8- I)a} 
HE re za) 


welche Gleichung gerade is Form hat wie Gleichung 80. Da nun 
für z = 0 offenbar P'— 1 ya “= =} MH wird, so ist 
klar, dass ihr Integral P'— F(y e" 1— e Y, x) ist, so dass man allge- 
mein hat!?) 


[82] NG — 6 mes I 2) — (1 — zy * 71 F(a, B, IE x) 
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Hieraus ist die Umformung der Reihe 


9.8 3.8.10. 4.8.10.12 9 
3 rer = =» 
lating ergy hac td Put F(2, 43 2 
in 
3 Bir ed AG X REMIS 
(1 — a) (re zy i geet )= 0-2) "(rp z) 


zu entnehmen, die wir im Berliner astronomischen Jahrbuch 1814 p. 257 
[Zusatz zu Art. 90 und 100 der Theoria motus] ohne Beweis angegeben haben, 


41. 


Wir setzen ferner P = a4" P’, so dass 


dP d P' 

bo E eed p 

dg pa P'az i 
dap 


pide! ddp’ 


dx? = (pp — pa? P'+ 2y. dx + at da? 


und die Substitution dieser Werte in 80 ergiebt, nach Division durch z"^!, 
0 = P'l«Bz — fy —(a +8 + Da) p — (1 — 2) (pp — p)] 


— 1 @ 48+ læ+2p(1— ils 


= Se (ax — 23) 


Der Multiplicator von x in dieser Formel wird durch & teilbar, wenn p=0 
oder p = 1 — y gesetzt wird; der letztere Wert liefert 


=P e 27 St 
— TP @— y (a8 4-8 — h)a) 


dd. P' 
SCH (= — vag). 


Beim Vergleich dieser Gleichung mit 80, deren Form ganz dieselbe ist, 
zeigt sich, dass, was dort P, a, B, y war, hier P', a + 1 — 3, 8 2- 1 — 1, 
2 — y ist: da wir aber das vollständige Integral jener Gleichung angegeben 
haben, so wird D offenbar unter der Formel 


-ME(a--1— Bebe pe 2 —ry, a) 
+ NF(a + 1 — y, B+ 1 —7, a +80 + I — 4 1 — a) 
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enthalten sein, wobei M und N constante Grössen bedeuten, oder 
[83] F(a, Bt zz Max! F(a sci mei eed ege Sec: z) 
+ Na 1 F(a4-1—1, bl —3, 4 + B + 1— 3; 1— z) 


wo die Constanten M und N von den Elementen a, B, y abhängen werden. 


42. 

Aus Gleichung 82 folgt 
F(a--1—3,8--1—14, 2—7, 2) —(1— 2)! 7? F(1—«, 1—8, 2—1, 2) 
F(a+1—y, B+ 1—1, a+8+1—1, 1—2)=2"" F(u, 8, a 8-- 1—1, 1—2) 


Hiernach wird Gleichung 83, wenn 


1 M 
wale p, 297 a7 = 9 (2, p, 1) 
gesetzt wird, 
F(a, B a+8+1—y, 1— z) 
= f(a, 8, dei F(a, B, T; x) 
zi: 9g (a. p, 1) (1 = er Hl St IE d a= Ys 2). 
Derselben Gleichung kann man mit Hilfe der Formel 82 auch folgende 
Gestalt geben 
Gett AE DERI. ch Ee 


fa, B 01 — 2) 7 * F(—«, y—8, 1, 2) 
+ 909, Å 2 F(a+1—1, ME ee 


oder wenn man durch z' ' dividirt und a, 8, y bezw. in a+ 1 — y, 
B+ 1— y, 2— y verwandelt, 
F(a, 8, Gap Ba i 1—2) 
— g(a -- 1— y, DENS, 2 — y) F(a, B, IE x) 
ae Kae a 2— p) — a) * "a F(1—a, 1—8, 2—7, 2) 
Da diese Formel mit der vorigen identisch sein muss, haben wir 


g(a, B, p a+1—% B+ BEN; AT) 
mithin 
[84] F(a, B, e: guo 1 TK 1 — 2) 
= f(a, B, y) Fa, 8, T. &) 
Pr P+1—7, 2—7) (1—2)! * Pal F(1—a, Ip. 2—7, 2) 
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43. 
Um nun die Beschaffenheit der Function te, 8, y) zu finden, setzen 
wir z— 0, Dann ist klar, dass F(a, B, y, z) — 1 und x’ %=0, so oft 
nämlich 1 — y positiv ist. Nach Gleichung 48 haben wir aber 


I ee MI 
Pla, B a+0+1—1 Me Mate 


Somit ist unter derselben Einschrånkung bewiesen, dass 


II (a =— 4) (= 
[85] fla, 8, Y= is d = 32 


ist. Dass diese Formel aber allgemein gilt, zeigen wir folgendermassen. 
Die Differentiation von Gleichung 84 liefert 


re 1, B+1, «- 8 2- 2— 3, 1— 2) 

=" pg, B, 1 F(a+ 1, B+ 1; Y + 1, 2) +f(a4+1—1; 8 ze zy 2—¥) 
(1—2)r-«-815711 (1—1](1—2z) — (1—«— 8) 2) F(1—2, 1—8, 2—1, x) 

or Frp (x—æ2) F(2—a, 2—8, 3—1, 2)) 


Nach Art. 10 Formel IX ist aber, wenn a, f, y in — a, — 0, 1 — y ver- 
wandelt werden, 


(1—1) (2-7) F(—a, —B, 1—1, ar) = (2—7) (1—1-4- (42-8—1)2) F(3—2, 1—$, 
21, 2) + (14) (1—8)(z—22) F(2—a, 2—8, 3—1, 2) 
Hierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende über 


F(a 4- 1, B+], a 2 1—z) 


HI lp fy v) F(a 1, B1, 141 a) 


` (a+8+1—)0-9 
aĝ 


fla +1—% EE E — 21791471 
F(—a, —B, (Ed x) 


Verwandelt man aber in’ Gleichung 84, a, B, y in a+1, B-- 1, y+1, 
so wird 


F(a--1, 82-1, 4-- 82- 2— 4, 1— a) 
= f(a-r 1, P+1, y+ 1) F(a+ 1, E CAP HS x) 
+ f(a+1—y, B+1—7, 1—13) (I — 21744 wt F(— a, — 8, 1— EN 
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Da nun diese beiden Gleichungen, wie leicht zu sehen, identisch sein 
müssen, so ist allgemein 


strici 


fla+1,B+1,y+1)= — Y fla, B. Y) 


oder durch Verwandlung von a, B, y in a — 1, E d 1, y—1, 


f(a, B, pti Y fa — 1; $£—1,1—1) 


og dep vole Bor —1 
1—*Y. ED 


f(a — 2, 8 — 2, y — 2) 
u. S. f£, woraus leicht zu schliessen, dass allgemein, für jeden ganzzahligen 
Wert von k, 


Dia + 8 — 7 (— x) 
fa, 8, DCHGB-1—514-14 i 


—k, B—k, V=) 


Nun haben wir aber gezeigt, dass, so oft 1 — (y— oder Å + 1 — ( 
positiv ist, (Formel 85) 
(a + 8 — y — k)ll(k — y) 
fla — k, B— k, y —k) =e 


ist, und da E was auch y sein möge, stets so gross angenommen werden 
kann, dass Å + 1 — y positiv ausfällt, so ist allgemein 


l(a + 8 —0H(— x) 
fes Å V= T — 9n —0 


und deswegen 


ll (« -- 8—111(—2 
fla+1—1, B+1—% 2) Sy 


so dass unsere Formel wird 
[86] F(a, 0, «-- 8--1— 1, 1 — 2) 


_ a +8 DIEP 
" Deag 76^»? 


Hl(a-- 8—1)1(;—2) 1- a , 
Tia—Dlg-i 4 0-29 tg eg 2) 


oder, wenn y in a + B + 1 — y verwandelt wird, 
[87] F(a, B, T 1 — &) 


_ UG — DIG —«—8— 1) 
~ WG —a— nli —8— 1) 


e me DRE ta —2) ! F(1-«1—81--1—a—8,2) 


) F(a, put Bus pum) 
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Wenn man lieber will, kann man schreiben 


in Formel 86 
für (1—2)' * * F(1—a, 1—8, 2—1, z)....F(a2-1—1, B+ 1—7, 29—1, 2) 
in Formel 87 


für (1—2) 1 F(1—e, 1 —8, y+1—a—B8, 2).... F(1—4, 1—, 1 +1—2—8, z) 


44, 


So oft also in irgend einer, unter unserer Form enthaltenen Reihe 
dem vierten Element ein Wert zwischen 0,5 und 1 beigelegt wird, helfen 
die vorstehenden Formeln der langsamen Convergenz ab, da sie jene 
Reihe in zwei andere, ähnliche zerlegen, die um so rascher convergiren, je 
langsamer jene convergirte. Indessen sind die besonderen Fålle auszunehmen, 
wo diese Umformung nicht gelingt, so oft nåmlich in der umzuformenden 
Reihe der Unterschied zwischen dem dritten Element und der Summe der 
beiden ersten Elemente eine ganze Zahl ist. Denn ist in Formel 86 y=0 
oder gleich einer negativen ganzen Zahl, so wird offenbar F(a, B, y, x) eine 
sinnlose Reihe (Art. 2) und der Factor Il(y — 2) unendlich; ist aber y eine 
positive ganze Zahl, grösser als eins, so werden F(1 — 9, 1 — f, 2 — y, a) 
und F(a +1— y, 8--1— 4, 2 — y, x) sinnlose Reihen und Il(— y) un- 
endlich; ist endlich 4 — 1, so unterliegen die beiden transformirten Reihen 
F(a, B, y, z) und F(1 — a, 1— 8, 2— y, x) oder F(a + 1— y f--1— 
2 — y, z), welche also mit to, B, y, x) übereinstimmend wird, zwar diesem 
Uebelstande nicht, allein die Umformung ist nichtsdestoweniger nutzlos, da 
beide transformirte Reihen mit dem unendlichen Coefficienten II(— 1) mul- 
tiplicirt sind. Es wird sich daher verlohnen zu zeigen, wie auch in diesen 
Fallen die langsame Convergenz in eine raschere verwandelt werden kann. 


45. 
Sei k eine positive ganze Zahl (oder auch — 0) und bezeichnen wir 
die k + 1 ersten Glieder der Reihe F(a, B, y, x) mit X. Das nächstfolgende 
Glied ist dann 


ate tat 2..a-c BB NBR BER Au 
1.2.3 „.k+111+1Y7+2..y+%k 


Dasselbe lässt sich auch so schreiben 


Il(y — 1) Ma + Å) IB + k) pn 
I (oa — 1) IB — 1) N+ i +) 
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und ähnlich die folgenden Glieder. Hieraus ergiebt sich, dass sich 
Die + 8 — 1)Il(— 1) 
Il (a — OO — 1) 


II(a--8—7)H(—1) Y 

Il(x—1)H(B—1) < e 
4, May PI G—1) Y! (te kom 4- k4- £) dl 
Falle Nih dm UTG ++ DIG ++)" 


wenn man für ¢ alle Werte 0, 1, 2, 3 u. s. f. ins Unendliche gesetzt denkt. 
Ebenso lässt sich F(a + 1 — y, p + I — y, 2— 7, z) ausdrücken dureh 


t. ‘F(a, 8,1, x) ausdrücken lässt durch 


UO — y [H(a — 3 4- (8 — 12-2), 
Ia — PIG ya i | 


Held — 7 + 6) 
wo t ebenso wie vorher bestimmt ist, so dass also, da II (1—43) —(1—143)!1(—1) 
und [I(4 —1)— — (1 —3)IE(4— 2) ist, offenbar 


Í Il (a — 1) I (8 — 1) 
2o Ila 8— HC 1llG— 1) Y eme t9, TON 
IL (a—1)IE(8—1) Hl (a—1) I (3—1) [II (1—1 24-1) j 


Ed) z^ F(a --1—13, 82-1— 4, 2— 1, 2) 


Hiernach làsst sich Formel 86 auch so schreiben: 


F(a, B, 2+8+1—y7, 1 —2) 


— Ma +8— Vi y 
"Wou 4 
— M(a+f—y1) 0 (—) 1G—1) Sek olio jit 
+ Ta—DN@—1) I (a—7) (3—r) FEED SS 


| H(a—1-2- 010 (8—712-2) ziti rl 

Uey i 
Dieser Ausdruck zeigt sogleich, dass die einzelnen Differenzen unter 
dem Zeichen 2 gleich 0 werden, wenn y=—Æ angenommen wird, allein 
da alsdann gleichzeitig Ur — 1) unendlich gross wird, so kann offenbar 
das Product endlich sein. Um den Wert desselben durch endliche Grössen 
auszudrücken, setzen wir zunächst y + k= w, so dass 


My —1).7-Q +1 G+ 2)....(1-- k 1)o = Ho 
oder 
EE VEERE NE 
GEER 
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wird. In der Hauptsache kommt es also darauf hinaus, zuzusehen, was aus 


oom e tm, ipee _ H(a—14- 0IK(9—714-7) a] 
ol II£—1-41-4-o)Il(f4- o) IL(£— y 4- DI 


wird, wenn w unendlich abnimmt. Nach bekannten Principien geht aber 
hieraus 

. dU 

= å 


hervor, wenn wir der Kürze wegen 


Na — y + OM — y+ 2 atr 


NA DEL Y 


setzen und nur y als veründerlich ansehen.!?) Hiernach ist nun 


d : 
= W(a—14-0—(8—14-0-- HE loga 
mithin ergiebt sich, für y = — k, 


[88] F(a, B, a+P8+1+k, 1— 2) 


IH (a + B + Kik 
7lla--EUQa54 
Urs + B + Alik 
+ TIG DI FG E C B (nt + VG ++) 
Iz + t+ EQ + t+ A) ree) 

IE (t + k+ ile f 
— ll(a + B + A)llk X I (a + 6 + Tag Y 
=Ma + BIG F 3 9 — ila — DII — DII + 1) 


wol) 


+VGG + tb + X) — V(t -- k + 1) — V1) 


Y=| log z4- W(a--£) 4- W(8-4- 5) — W(k-4-1) — W(0) IF(a+k+1, B-+k+1, k+-2, x) 
at+kt+lø+k+l, 


+4 


Log k+2 
et ht La ER +k+1.8+4+2 
+(4+3B) 3 : CES Z2 a 
Tm a+k+2.0+k+3.B+k+1 BRL BEI 
+(4+B+0) oes Ge GEO Red. RÀ 
und 
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LEN: 1 1 1 
TOEI PRES RESO 
1 1 og 
B=Fk+2"p+4+2 FES 2 
E 1 p 
CT CERESTUELREESCERGUS 
Bb Gs E 


und wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem E 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. 


46. 
Auf diese Weise wird also F(a, B, a + 8 + 1 — y, 1 — x) umgeformt, 
wenn y Null oder eine negative ganze Zahl ist. Den Fall y = -+ 1 können 
wir ganz ebenso behandeln oder auch kürzer in den vorstehenden Rech- 


nungen k=— I setzen, wodurch ,V ganz verschwindet und wir erhalten 
[89] F(a, B, qst. i lc a) 
IL(a-4-8— 


a yay (2+ Fan + VG. 1) — 290) F(a, 8,1, 2) 
I(a + 8 — 1) a.p 
-me nen ri 
«a.a 4- 1.8.8 4- 1 
Tee Me ergo 


+ (A + B) ] 3 
E M Gand " 
SE EN e EC EE 
+. 
wobei 
1 1 1 1 2 1 1 2 
Å NE eel RAD $ ee ee 
So erhalten wir beispielsweise für Fa EE (vgl. Form. 52 u. 71) 


[90] HE P1 1-2) 


} 1.3. 1.1.3.3.5. 
[2 39=+(2+3): TR Et Mr ` 


|^ 33 3 ) 2.2.4.4 15) 2.2.4.4.6.67 
T P. 4 ii 4 rs en SL | 
347 5.6 23.44.6.6.8.8 ^ 
1 1 dei H 21 185 18655 , 
=— fig per (>> 3? M Aer Ba a zs 98304 * 


655360 ^ * 10485760 * 


Gauss. 5 


102501 . eg 
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Der dritte Fall endlich, wo y eine positive ganze Zahl, grósser als eins, 
ist, braucht nicht besonders behandelt zu werden, da 


F(a, 8, a+8+1—y, 1—2)—2'^ ! F(a--1—1, B-+1—y7, a+ß+1—y, 1—2) 


ist und die Transformation der Reihe F(a+1—7, B+1—7, «4-8 -- 1—1, 
1 — x) für 4 — 1 ohne Weiteres auf den ersten Fall zurückkonmt, 


47. 

Wir gehen zu anderen Transformationen über, unter denen die Sub- 
stitution s=- die erste Stelle erhalten soll. Ihr zufolge wird 
dz = » somit 

y AN 

dP dP 
dP ` dP, ze ; d "A 
= "7 (1— y)?, und durch weiteres Differentiiren 
dP dP 
A e fh SMS non i 

d (1— y) d -- 2(1— y)dP, sowie 

ddP ddP dP 

g A ge MCN EE 


Durch Einsetzung dieser Werte geht Gleichung 80 über in 


0—328P--(0—y Ha HUN 


Um nun eine ebensolche Gleichung wie 80 zu erhalten, setzen wir 
P=(1 — y)"P', woraus 


aP _ pip „ap 
dy =— p(1 — y) P'+(1—y) dy 
ddP dd DI 


SE e ıdP' 
dg en — 0) Å — 9)" "P—2&0 — Iran 
Wird dies eingesetzt, so kommt nach Division durch (1 — y)" 


0— Pfa — p (r + (aB — I vy)  »(— 9] 


E re B—1— Dy — 299} —9 


dap' 
vu wid — y) 
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Wir wollen p. so bestimmen, dass der Multiplicator von P' durch 1 — y 
teilbar wird, was eintritt, wenn wir p, — a oder p = setzen. Der erstere 
Wert verwandelt die vorstehende Gleichung in folgende 


ap! _ ddP' 
dy + Y— 9) 75 


0— «(B — PEH fr — (1 + a+ 1—)9) 


oder 
dP’ ddp’ 
Kae hens (t5 Qr be DT ("oa og 


gah’ eap) 
dy 1 
wird. Hieraus folgt aber P'— F(a, 4— 8, y, y), so dass man hat 


welcher so zu genügen ist, dass für y — 0, P'=1 un 


[91] F(a, p, To s)=(1 —y) F(a, 1—8 T y) å 


=(—2) °F (a, 1-6 1, par um 


Hätten wir für p den anderen Wert B genommen, so würde sich ganz 
ebenso ergeben haben 


[92] F(a, p, hs a= (1— ay" F (p, T T 135] 2) 


welche Formel auch aus der vorigen durch blosse Vertauschung der Ele- 
mente a und 8 von selbst folgt. Mit Hilfe der eben gefundenen Formel 
werden die Werte unserer Reihen für negative Werte des vierten Elements 
stets auf die Werte solcher Reihen für positive, zwischen 0 und 1 liegende 
Werte des vierten Elementes zurückgeführt, da man hat 


F (a, ß, Vs —ø)=(1 tayr (a, 1B I its) 
48. 


Es verlohnt sich zu zeigen, wie mit Hilfe der Transformationen 82 und 
91 sämmtliche im Art. 5 zusammengestellte Formeln sehr leicht allein aus 
dem binomischen Lehrsatze abgeleitet werden können. Zunächst folgen 
daraus nämlich die Formeln I—V. Hieraus folgen ohne Weiteres die Formeln 


i bh 
VI—X, wenn e als Grenzwert der Potenz (1 + 2) oder (1 =) » und 
1 


logz als Grenze von re! — 1) für unendlich wachsendes i, angesehen wird. 
Aus 


cosnp + /— 1.sinnp = (cose + y— 1.sing)" 
cosnp — y — 1.sinnp = (cose — Y— 1.sing)" 
S 
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folgt weiter durch Subtraction und Addition Formel XVIII und XXII, und 
hieraus durch Formel 82 sofort XIX und XXIII; aus diesen werden wieder 
durch Formel 91, XVI, XVII, XX und XXI abgeleitet. "Wird ¢ für nt und 
n unendlich gross gesetzt, so folgen XI und XII aus XVI und XX; setzen 
wir dagegen n unendlich klein, so folgen XIII—XV aus XVI—XVIIIL!5) 


49. 


Aus der Substitution x =; geht ebenso hervor 


dP ddP 
= — p — T = ot) 
I. Qaa p — ført dg — VP NG "oa 


Setzt man nun P= 9" P', so wird 


9 — Pia — y (a + 8B— 1) +p (7 — 2) 9 + (pp — p) (1 — 2) 


-Z a+p—1—Q—2y—%(1—9)ø 


å dd. P' 
+ (yy — y?) dy 


Damit der Multiplicator von P' durch y teilbar werde, ist entweder 
u — oder p.=B zu setzen; der erstere Wert liefert 


dP' dåp" 
gy HATT Død rH mr 


II. 0—P'a(q1—a—1)— 


wovon 
P'— tie a+ 1— y, a + 1—8, y) 


ein particuläres Integral ist. Der Gleichung I wird also genügt durch das 
particuläre Integral 


P= y Fe, a + 1— y, åa -- 1— 8, y) 
und ebenso giebt der zweite Wert » — das zweite particuläre Integral 
P=y"F(8, B+1—7, B+1—9, y) 
so dass man das vollständige Integral erhält 
P= Ay" F(a, atl—y,a+1—B, 4) +By? FE, B+1—1, B+1—a, y) 
wobei A und B Constanten bezeichnen, die aber nicht willkürlich, sondern 


vóllig bestimmt sind, da P nicht das vollståndige Integral der Gleichung 80, 
sondern nur ein particulåres ist. Damit jedoch die Bestimmung der 
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Constauten Å und B uns nicht zu unnötigen Weitlàufigkeiten führe, wollen 
wir dieselbe Gleichung auf anderem Wege mit Hilfe des schon vorher 
Ermittelten ableiten. 


Setzt man in Gleichung 91 1 — —] —2 und verwandelt man in 


Gleich. 86 8 in y— 3, y in a+ 1 — 8 und z in e, so ergiebt sich 


I(1— 1)1(8—2—1) 
Il(y—2— 1)I(8— 1) 


I (y— 1) I (a —8—1) ga 
Mana” F(R, y—«, B-+1—a, 2) 


(1— z)* F(a, B, y, z) = F(a, 1 —8, a+1—$, 2) 


Nach Gleichung 91 und 92 ist aber 
M 4 8 
Fa 1—8, «-1—8 290 Fa ai ail 


2 
SO, tse Poel dy 2)=(1 -a*r (3, gp Bet Lg d i) 


: : : 1 FS 
Wird dies, sowie z= e 1—e=— , =— ein- 
: — 1—2 & 

gesetzt, so erhalten wir 


1—1)II(g—a— 
[93] F(a, B, "s a) = es er (zm) °F (s gpl un —, >) 


E e 1 
+ *r(s B+1—1,P+1—9, z) 


welche Gleichung mit der oben gefundenen übereinkommt, wenn 


Iy—1)H (8—2a— 1) 


ACE CIE ak 
_ H(1—1)H(a—8—1) 
B ^ Ce flg) KC 


gesetzi wird, wobei zu bemerken, dass 
(— 1)*= cosa nz + V — 1.sinakr 
(— 1f cosßhn + y— 1. sin Bn 


ist, während % irgend eine ungerade ganze Zahl bedeutet. 
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50. 


Durch Gleichung 93 wird der Wert unserer Function für Werte des 
vierten Elements, die grüsser als eins sind, auf den Fall zurückgeführt, wo 
das vierte Element kleiner als eins ist. Zugleich erhellt, dass negativen 
Werten des vierten Elements, die grósser als eins sind, stets ein einziger 
reeller Wert der Function F entspricht, positiven dagegen nur dann ein 
reeller Wert der Function entsprechen kann, wenn a und ß entweder ganz- 
zahlig oder rationale Brüche mit ungeraden Neunern sind; in allen übrigen 
Fällen erhält F(a, B, y, x) für einen positiven, die Einheit übersteigenden 
Wert von x nur imaginåre Werte. 


51. 


Die bisher entwickelten Beziehungen zwischen mehreren Functionen F 
waren såmmilich linear: wir fügen eine weitere von anderer Art hinzu. Es sei 


P= F(a, B, % a) 
Q=2"" F(a + 1—1, 82-1— 4, 2— n, 2) 
R= FG, B a ++ 1 —1, 1 —2) 


u. Z. so, dass P, Q, R drei particulire Integrale der Gleichung 80 sind, 
es sei also 


dd 
L 0— ap P— (1— (a +B + Da) TP — (e — az) SE 
II. 0— ail D (@ +8+ Da) Å — (a — ex) MG 
IL. 0— 48 — (1 — (a +p +1)a) DÅ (a — ma) 


Wird die erste Gleichung mit Q, die zweite mit P multiplieirt, so 
ergiebt sich durch Subtraction 

QdP — PdQ QddP — PddQ 
NE em. EN 


0— (1— (« -- B-- 1) a 


+ (x — zx) 


Diese Gleichung wird aber durch Multiplication mit a! !(1— "tt 
integrabel und liefert 


[94] Ass "(1 — weg = en PdQ 
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Ganz ebenso hat man 


4 RAQ — QdR 
PA a+f+1— - = å 
[95] B=x"(1— 2) de 

[96] Q at (1 aaa E, RdP — PdR 


Die Constanten A. B, C lassen sich durch folgendes Verfahren leicht 
bestimmen. 

Für z—0 wird P--1; ferner wird z! Q— zF(o4- 1—3, B-- 1—3, 2— 3, 2) 
=0 für ps Dr der Differentialquotient dieses Ausdrucks aber, nämlich 

1 
ya" Q+2' = wird — 1; hieraus ergiebt sich = a =] — y fir ëss 
mithin 
A=y— 1 


Um aber auch B und C zu bestimmen, nehmen wir die Gleichung!9) 
R= f(a, B, VP + fla +1—71 B+1—7 2—00Q 
wieder auf, deren Differentiation ergiebt 


d 
a ofta B 095 E EE 2— 02€ 


Wird die erste mit =, die zweite mit Q multiplieirt, so folgt durch 


Subtraction 


GE ER Ke, o) 


Il (« — „HN — 
B-Q—3f( b 0— e 5 8-5. 


QAP — PdQ 
xc 


somit 


Ebenso liefert die Subtraction. nachdem die erstere Gleichung mit 


Å die zweite mit P multiplieirt ist, 


RdP— PdR dP — Pd 
TNT u jj e E 


mithin 


I — I — 
C= (7 — Df(a +1—1, B+1—1, 2-0 m gn 
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Wenn man lieber will, kann man die drei Gleichungen auch so dar- 
stellen, dass die abgeleiteten Functionen RP. SE, = durch endliche 
dx dx da 


Functionen ausgedrückt werden; so wird z. B. Formel 96 


1 
[97] 1T B, a+B+1—7, I — 2) F(a-- 1, B+ 1, y+1, 2) 


E Yen pam — F(a + 1, 84-1, aß +2 —y, 1 — 2) F(a, B; y. 2) 
a aD "uc gj. 
52. 


Wird die Function F(— a, — B, 1—y, x) mit S bezeichnet, so ist 


dS ddS 
0= af S— (1 — y+ (a + B— 1) 4) 7 — (8 — 22) Fs 
Durch Combination dieser Gleichung mit der I. des vor. Art. kommt 


0— af ke + M- a dP dS dSddP + dPddS 


de "Mn ds (€ 99 da 


welche Gleichung integrabel ist und liefert 


Const. = aß PS — (x — 42) Ty S. = 


Der Wert der Constante ergiebt sich aus z — 0 ohne Weiteres = of. 
Zieht man die endliche Form vor, so hat man 


[98] F(a, B, t, a) (oa, —B.1—3 4) 
Ge | 
TE 


(z — a2) F(a + 1, 8+1, y + 1, z) F(1 — a, 1—, 2—1, z)—1 


Formt man hier die vier einzelnen Functionen nach Formel 82 um und 
schreibt dann 1 — a, 1 — B für « und B, so erhält man 


[99] (1 — 2) F(a, p, 15 IA == JU [B NG) 


Loyens i —P 


IN x F(o, d TEL SLL — 4 1— f, 2— y q)-—1 
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Einige specielle Såtze. 


58. 


Alle Beziehungen, die wir bis jetzt entwickelt haben, sind insofern voll- 
kommen allgemein, als die Elemente a, 8, y durch keine Bedingungen 
beschránkt sind. Ausserdem haben wir aber mehrere andere gefunden, die 
besondere Bedingungen für die Elemente a. 8, y voraussetzen: weit mehr 
jedoch sind ohne Zweifel noch verborgen, und selbst die hier mitzuteilenden 
wird man spåter vielleicht aus hóheren Principien ableiten können. 


. : : MER. Ag] 
Setzen wir zuerst in Gleichung 80, dot gi also 
ANN) 
LY ay 
mithin 
UP ade (U=) 
de dy 4(1—y) 
ddP dP (1+7) E Guil +y) 


a E EI SO ag * 
ddP ddP (1+ y) v — y) +y)’ dP 
da? dy? 16 — y}? sa dy 


Hierdurch wird jene Gleichung 


V=aßP 
d 
AH DØ gp y ay 
. ddP yQ +y)  y(2— 9) +y) dP 
dy? 4 30—9) dy 


oder 
0 = 448(1 — y) P 
" Sp 
— (1 + yy — 4(a + B+ 1) y + 2y (2 — 9) (1 +y) d 
dåp 
—(y—9» +97 Gar 
0= 4a (1 — y) P 


- +y) — (da +48 in 69993, 


ddp 
ZAF U — War 
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Wird P= (1 + y)" Q gesetzt, so folgt hieraus 


I. 0 = 2a (28 — y + (22 + 1 — 1)7) Q 29 
— (1— 48 — 2y) 9 + (1 de IN) ay 


~y— m+ ue 


Unter der Voraussetzung H = a +s nimmt nun diese Gleichung folgende 
Gestalt an 
0 = 2a(2a + 1— 1) 9 
aQ 
TUTORE LECH 
ddg 
WW) gr 
Das Integral derselben ist 
Q = F(a, 2a +1— 1, 1, 9) 
so dass sich ergiebi 


a : ty 
[100] (14- y F(a, 2a -- 1— 4, % )- F(a, 243: ata) 


54. 
1 


Wenn wir statt der Beziehung f = a + 3 diese annehmen y = 28, so 
wird Gleichung I des vor. Art. 


0 = 2a(2a + 1 — 28) 4Q 
— Q8 — (4a + 3 — 39) Få 


— y -m Ge 


Wird nun yy = z gesetzt, so kommt 


rn vun 209 +, somit 
EE 
(8 +5—(20+3 —8) s) 2 
— (0 — e) 
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und da das Integral hiervon 


E a+3—8 8-3 2) 


ist, so haben wir 


[101] (1 +9" Fr (s, a +3 — & B+ Lx w)=F(« B, 28, ne) 


55. 
Wir setzen zweitens x = 4y — 4yy, also 


da = 4dy (| — 2y) 


GE v dp mque 
dz dy 4(1— 2y) 
dàP dét 1 dB. 


dei " dy! 16(1—2g9 ' dy 8(1 — WF 
Hierdurch wird Gleichung 80 


0=4aßP 
rere aere NS FREE 
— (y — (4a + 48 + 2) y + (40 + 48 + Jl 1—3y dy 


ddP 
WW) GA 
Um im zweiten Gliede den Bruch beseitigen zu können, muss man setzen 
1 
125a B PE wodurch sich ergiebt 
0—4a8P 
1 dP 
(«+ B+ — (a+ 28+ n») 
ddP 
WW aa 
Das Integral hiervon ist 


1 
p=F(2, 28, a+3+39 y) 


so dass wir haben 


1 
[102] F(s, 8 a+ Bea ty —4yy) =F (2s 28, üt. v) 
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Wollten wir in dieser Gleichung y in I — y verwandeln, so würde daraus 
hervorgehen 


1 
F(a 8.0484 ay) (ts 2, ete 1-9) 


woraus das Paradoxon zu folgen scheint 


H 
F (26, 28, a +8+3> y)— F(2s 28, « -- B+ 5? 1—y) 


welche Gleichung sicher falsch ist. Um dies aufzuklåren, müssen wir uns 
erinnern, dass man zwischen den beiden Bedeutungen des Zeichens E wohl 
zu unterscheiden hat, je nachdem dasselbe nämlich entweder die Function 
darstellt, deren Beschaffenheit durch die Differentialgleichung 80 angegeben 
wird, oder aber nur die Summe der unendlichen Reihe. Die letztere stellt, 
so lange das vierte Element zwischen — 1 und + 1 liegt, stets eine völlig 
bestimmte Grösse dar, man darf aber diese Grenzen nicht überschreiten, 
da sonst jede Bedeutung aufhört. Die erstere Bezeichnung dagegen bedeutet 
eine allgemeine Function, die sich stets nach dem Gesetze der Stetigkeit 
ändert, wenn das vierte Element sich stetig fliessend ändert, man mag dem- 
selben nun reelle oder imaginäre Werte beilegen, wenn man nur die Werte 
0 und 1 immer vermeidet. Hieraus erhellt, dass in letzterem Sinne die 
Function für gleiche Werte des vierten Elements (beim Uebergang oder 
besser Rückgang durch imaginäre Grössen) ungleiche Werte erlangen kann, 
von denen der, den die Reihe F darstellt, nur einer ist; es ist sonach durch- 


aus kein Widerspruch, dass, während ein Wert der Function F(a, B a +8 
+3 4y — 4yy) gleich F (24, 2B, a +68 + v) ist, ein anderer Wert 
=F (2, 28, a + B+ p 1— y) wird, und hieraus die Gleichheit dieser 
Werte zu schliessen, wàre ebenso ungereimt, als wenn man aus Arc. sin m 30* 


SA å 
und Are, sin gm 150° schliessen wollte 30° = 150°. — Nehmen wir dagegen 


das Zeichen F' in der weniger allgemeinen Bedeutung, nåmlich 80, dass es 
nur die Summe der Reihe F darstellt, so setzen die Rechnungen, durch die 
wir Gleichung 102 ermittelt haben, notwendig voraus, dass y vom Werte 


0 an nur so weit wachse, bis x= 1 wird, d. h. bis zu EH In eben 
diesem Punkte aber würde die Stetigkeit der Reihe P= Ffa, B, a + ZE > 


4y — m unterbrochen werden, da offenbar 7 von einem positiven (end- 
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lichen) Werte plötzlich auf einen negativen springt.) In dieser Bedeutung 
ist also eine Ausdehnung der Gleichung 102 über die Grenzen y=5 


1 1 : 3 3 
—-ys bis y=5 hinaus, nicht erlaubt. Wenn man lieber will, kann man 


dieselbe Gleichung auch so schreiben 


[103] F(a, EXE 2) =F (2a, 38 dite fis er re =) 
oder so 

1 NG IL 
[104] Flo, ß, a+ß+7z ‚1—-2)=Fl|2a, 2p, a+B+3 m 
woraus als Zusatz folgt (Formel 48) 


1 1 Ia+8—H)I(—4) 
[105] r (2s P, a+B + 5: ;)= (a — ll — 3 


Eid mde 
. ll«—pli( —p 


56. 
Aus der Anwendung der Formel 87 auf Gleichung 104 folgt 


[106] ln, 28, m an a 
= Ar(s. 8, = ina E PP T z) 


woraus erhellt, dass die Reihe 


1 1—¢ 
v (2s, 28, a+ßty 3 ) 
dargestellt werden kann durch die Reihe 


a.p SC E det E 
ET EE + «tt+B Ted 


wenn der Kürze wegen 


l(s--$—gH(- p. His DC p 


AE TEED Ii (a — DU — 1) 
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gesetzt wird. Hieraus kann man schliessen, dass 
1 1+y2 1 
Drei r(228 bep d )- AF( 83 2 


1 1 8 
—Bys Alan B+ o> EA 2 


Sollte dieser Schluss nicht hinreichend statthaft erscheinen (obgleich 
derselbe unschwer ausser allen Zweifel gesetzt werden kann), so kónnten 
wir auf folgende Weise zu derselben Gleichung gelangen. Nach Gleichung 
87 ist 


14 yz 
2 


1 1 1—yz 
DÉI 30, a+B-+ 5 Lin Bar) 


1 eech 3 1—yz 
GË Kee r(1- 2a, 1 — 28, Clg Sëll 


wenn der Kürze halber 


ge 10 --8—5l(—4—2«—8 ,..l(a--8—plla--8—5 
Il(a — 8 — Hl — «— 4) 


gesetzt wird. Aus Gleichung 104 ergiebt sich aber leicht 


II (2a — 1)11(28 — 1) 


1— ya 
F(1—24 1 — 28, å ap J Lal: —12, 1-4 åa, 1-2) 


1 1 1 3 
=EF (3—5 3b EA 2)+@ya.r(1—a, 1— 8, 9" 2 


wenn der Kürze halber 


g.lG—s—Bncp g He BD 
Eoy '"-Am-i-s9m—i-$ 


gesetzt wird, Hieraus folgt wiederum nach Gleichung 82 


i 3 1— yz 
r(1— 24 1-2, å—a—g, Y ) 
vs a+} y J 

= E(1— ai Fic B 9? # 


— wert LITT UM] 
+@ye.(l x) («3:83 p 2) 
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Wird dies eingesetzt und 
AC + DE 22+%7— — M, BC+ DG 29299 31— N 


geschrieben, so erhålt man 


lz 28, Rech, DEET rb B, = 2 


1 Eg 
+Nya.P(a+g> 83: CA 2) 
was in der Form mit Gleichung 107 übereinstimmt. Wir könnten nun 
zwar bloss aus der Natur der Function Il herleiten, dass M= A und N=— B 
ist, da sich mit Hilfe der Gleich. 55 und 561%) leicht zeigen lässt, dass 


. cos(a — Bin 
~ cos(a + 8)’ 
DEZ Qsinansingr Dër) ^ 2cosar cosßr 
A - ` eos(a4- fia B / eos(a + g)x 


indessen ist diese Mühe nicht einmal erforderlich. Es ist nåmlich klar, 
dass, wenn x=0 gesetzt wird, 


HE 
M= F(z 28, a+ KE ER 
werden muss; differentiirt man aber jene Gleichung, so kommt 


å En 
er Elan 28 +1, a+8+3 i) 


= 248 MF (a+1, B+1, gd 


E EE Ia 5) mva F D pHi A z) 


1 ch 1 1 3 " 
EE DEER B: PL z) 


woraus, wenn man z = Q setzt, hervorgeht 


= ep EE 28 + 1, 2 P d 

_ 23a — ll(a--B-- PUCH) 

EIERE Hal 
H(a4-8—3)1(—3) _ 


— Dis OU - 1) 
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57. 
Aus der Verbindung der Gleichungen 106 und 107 haben wir daher 


[108] 24F (a, 8, D 2 


1— ya 1+ 


l Lro 
[109] Ba Elan 8 D 2) 


po 1 
- lz 28, ++) ram 28. a+B+ 9 2 


Verwandelt man in Gleichung 109 « in a — p B in E- so sieht man 


leicht, dass daraus hervorgeht?%) 


[110] Kee Ko va. F(a JER 2 
= F(2—1,28—1/«8—3: =) 
— F (2—1, 2—1,a+8 — 5) ae 
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1) Art. 5, No. XIII—XXIII. Es sei daran erinnert, dass in Gauss’ Schreibweise 
sint" = (siu £)” ist. 

2) 5.15. Für contiyuus wurde, statt der von Gauss in der Anzeige S. 3 vor- 
geschlagenen Verdeutschung verwandt, das Wort benachbart darum gewählt, weil 
dasselbe auch in der Zahlentheorie bei den ,benachbarten Formen* üblich ist. Herr 
Kummer gebrauchte in einer Vorlesung über die hypergeometrische! Reihe den 
Ausdruck ,angrenzend". 

8) Art. 12, 8,21. Dass die Kettenbrüche im letzteren Falle convergiren, ist 
bei Schlümilch, Algebraische Analysis, & 70 bewiesen. 

4) Art. 14, S. 28. Die a, a. 0. auftretende hypergeometrische!) Reihe ist 

.8 6:8.10106:8210.12 


4 6 6 
X=g(lt grum 


aris puis Pam qu AT 
a" say Ot ET. nt) 


oder als Kettenbruch 


4 
S su. 
mu 
2 — 
2 
Q 


wo Q den im Text angegebenen Kettenbruch bedeutet. Das Bildungsgesetz der 
Coefficienten von x ist dabei 


(n+ 2) (à 4-5). 
(2n + 1) (2n + 3) 


; wenn n ungerade ist, 


und 
(n — 3)n 


(2n + 1) (2n +3) 
Die ferner im ‘Text angeführte Gleichung für x — $ folgt unmittelbar aus der 
Definition von & durch die Beziehung 


; wenn n gerade ist. 


eiie c ENGL quiz 
AS TS §@=8" 


wenn fir X der obige Kettenbruch gesetzt wird. 


») Vgl. Anmerkung 11. 


Gauss. 6 
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5) Art. 15, S. 26. Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus der Raabeschen 
Convergenzbedingung 


dins (1 1 


(Baumgartner u. v. Eitingshausen, Zeitschr. für Physik u. Math., Bd. X, Wien 1832, 
$ 11) Vgl im Uebrigen Schlömilch, Algebr. Analysis § 26. Stern, Desgl. § 67 ff., 
Weierstrass, Ueber die analytischen Facultäten (Credle Journ. Bd. 51, Art. 5, V—VI.) 


6) Art. 22, S. 34. Nach Kramp (Analyse des refractions astronomiques et 
terrestres, à Leipsic 1799. 49) ist 


al? — a (a 4- c) (a +20)... (a 4- à — Ie), 


Vgl. Alügel, Math. Wörterbuch, Art, „Facultät, numerische“. (IT. 1805, S. 175 ff. 
und das Supplement von Grunert 1833—1836, II. 285—319.) 


7) Art, 25, S. 31. Man bemerkt leicht, dass aus [54] durch Multiplication 
mit I — z folgt 


Dat =o) re ttm 
sin 27 
wodurch die Berechnung von [lz für z= "EE um (le (tee ls g rick: 


geführt ist. 
8) Art. 26, S. 38. Formel [57] ist, wegen Tz = II (z — 1) gleichbedeutend mit 


nd 1 


IER I (e+ el rent (27) ? nm "Dinos 


welche Gleichung zuerst von Legendre (Traité des fonctions elliptiques, II. 444) ge- 
geben und ausser von Cauchy und Crelle auch von Dirichlet (Sur les intégrales 
Eulériennes. Crelle Journ. XV) bewiesen wurde, 


9) Art. 28, S. 40. Nach Herrn Scherings Mitteilung (Gauss? Werke, III. 230) 
enthält Gauss’ Handexemplar der Disqutsitiones bei diesem Art. die Aufzeichnung: 


„Die beste Definition von II ist, dass Im før nes des 


10) Art. 29, S. 41. Hr. Schering teilt (a.a. O.) aus Gauss’ Handexemplar 
noch folgende Umformung mit: 


Lod 1 2 
[58] log le = (2 +È DITE logger +> P+ 2. 0 
3 4 
+i IRL zS + ete, 


die unmittelbar aus 61, 62 und 57 abgeleitet werden kónne. Ferner finde sich in 
einem Notizbuche (nach dem Jahre 1847), mit Hilfe der Eulerschen Form der 
Gleichung 58, der Wert von logll(10 + ?) berechnet und daraus 


log Ii = 9,7173075 — 17° 16 51" 693 i 
Ili = + 0,4980156 — 0,1549496 i. 
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13) Art. 29, S. 41. Gauss gebraucht hier den Ausdruck ,hypergeometrische 
Reihe^ für die Reihe der Bernoullischen Zahlen wohl in dem Sinne, dass diese Reihe 
und andere von der im Texte beschriebenen Art schliesslich stärker divergiren, als 
jede wachsende geometrische Reihe. Man pflegt solche Reihen jetzt nach Legendre 
(Exercices de calcul intégral, I. 267) halbconvergent oder semiconvergent zu nennen, 
unter der hypergeometrischen Reihe aber die von Gauss mit Hie, B, y, x) bezeichnete 
zu verstehen, bei der man die in den Coefficienten auftretenden Elemente auch wohl 
vermehrt, so dass man z. B. hat 


i EET 


^ P "T a.p a.a+1.5.6+ 1 

3 = u 

PU Å TE) 

Man kann auch mit Scheibner (Ueber unendliche Reihen und deren Convergenz, 

Leipzig 1860. § 25) die hypergeometrische Reihe als solche Potenzreihe definiren, 
bei der der Quotient zweier aufeinanderfolgender Coefficienten sich auf die Form 


+ AR TAE Bio e 


D mr an —!4- ne RE 


n 


bringen låsst, also auf die Form, an die Gauss im Art. 16 seine Convergenz-Unter- 
suchung geknüpft hat. 

Zuerst findet sich der Name in der 1655 erschienenen Arithmetica infinitorum 
von Wallis (Scholium zu Propos. 190. Opera math. I. Oxoniae 1695, S. 466. Vgl. 
auch Dedicatio S. 359.) Dort wird der gleichmässigen geometrischen Reihe (progressio 
Geometrica aequabilis). bei der jedes Glied aus dem vorhergehenden durch Multi- 
plication mit derselben Zahl entsteht, die Aypergeometrische Reihe gegenübergestellt, 
bei der die Multiplicatoren ungleiche, wachsende oder abnehmende, Zahlen sind. So 


istadi ; 35 
ist die Reihe 1, So ie. 
Hyper-geometrica decrescens), weil die Glieder 


eine abnehmende hypergeometrische Reihe (progr. 


durch Multiplication mit abnehmenden Factoren aus einander hervorgehen. Ent- 
sprechend dem Sachverhalt bei der geometrischen Reihe fasst Wallis jedes Glied 
seiner Reihen als hypergeometrisches Mittel zwischen dem vorhergehenden und dem 
folgenden Gliede auf. Der zwischen I und z einzuschaltende Mittelwert giebt dann 
das Verhåltnis der Kreisflåche zum umbeschriebenen Quadrat an und wird ( Prop. 191) 
durch das nach Wallis benannte Product 


2.4.4.6.6.8....' 
sowie durch den Brounckerschen Kettenbruch — bekanntlich den ersten seiner Art — 


a 
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dargestellt. Als geschichtlich bemerkenswert sei noch erwähnt, dass Wallis für das 
hypergeometrische Mittel ein besonderes Operationszeichen einführt, welches — wie 
das Wurzelzeichen beim geometrischen Mittel — die nicht immer ,in wirklichen 
Zahlen? (veris numeris) ausführbare Rechnung andeuten soll. Diesem Symbol ist 
indessen das erhoffte Bürgerrecht in der Mathematik versagt geblieben. 

Bei Euler (De termino generali serierum hypergeometricarum. Nova Acta Petrop. 
VII. 1776, pg. 42) lautet das nte Glied solcher Reihe, unter Bezugnahme auf Wallis, 


a (a + 1) (a 4- 2)... (a +n — 42), 
und ebenso definirt Kliigel (Math. Wörterbuch 11. 723). Indessen ist, wie wir gesehen 
haben, die Wallis sche Form schon allgemeiner. 
12) Art. 40, S. 57. Formel [82] ist schon von Euler gegeben (Acta 
Petrop. XII.) Vgl. Kliigel (Grunert) Math. Wörterbuch V. 373—375 ,Umformung 
der Reihen^ Art. 24. 25, sowie Kummer, ,Ueber die hypergeometrische Reihe 


1 pee Crelle Journ. Bd. 15. Gleichung 17 u. 18. 


13) Art. 45. S. 64. Wird in 


lim 1 IL (a — y+t+ 0) H (B — 1 4-t4- o) rittt 
w=0 w I (t — y + 1+ w) H (t+ w) 


— H(a—1-2-00(8—72-0 eyl 
N(¢—y+ Tle | 


IV 
der Subtrahendus gleich V (t) gesetzt, so ist der gesuchte Grenzwert offenbar ld 


und dann dt 
ær — WV (a -- k + 0) + V (8 + hk + t — V (0 + k4- 1) — Ye logz, 
Vdt =—k 


dv ., 
woraus sich der unter das Summenzeichen zu setzende Wert von "di ergiebt. 


Gauss hat diesen Weg nicht eingeschlagen, sondern da es auf die Wert- 
hestimmung des obigen Ausdrucks für einen gewissen Wert von — y ankommt, den 
Ausdruck lieber als Function von — y behandeln wollen; hierdurch war er genötigt, 
— y auch in die Factoren Ilé und Il (é+ w) der Nenner einzuführen, was er durch 
Hinzufügung des für w=0 versehwindenden Gliedes — Å — y bewirkte. Der Aus- 
druck wird 30 

lim Ui—y+w)—U(—7)_ dU(-p. dU 
wo o Et Gt, 


14) Art. 45, S. 64. Es ist vielleicht nicht überflüssig, auf die von Gauss zur 
Berechnung von Y angewendete Reihen-Transformation hinzuweisen, die hier noch 
verborgener liegt, als die von Adel in der Abhandlung über die binomische Reihe 
gegebene [Beweis zum dritten der vorausgeschickten Såtze über Convergenz und 
Divergenz. Crelle Journ. Bd. 1. Oeuvres I.]. Man hat zunächst 

Y= Tunn, wo 
t=0 


u, — log z +Y (a 4 t 4 Kk) SG TE ) — V (t4- k 4-1) — Vt 
_D@+t+Mil@+t+k) Mk+1) 2 


v, = — 


a++) Te+4+DM 
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Nun ist allgemein 


Up Cg + ty ten ten (ro H v tat) 


+ (ui — ug) ti 4+ (u$ — ug) v; + (u4 — ug) vs + - - *, 
oder, wenn wir 


Uy — ug — Å, us — u = B, ug — ty = C, u. S. W. 
setzen, 


D 


EN eu Av + (A+ B) vy + (A+ B+ C) vg ERR 


u 
und dies liefert, mit Rücksicht auf den im Anschluss an I. in diesem Art. gefundenen 


Wert von > Fay wenn dort Å statt — y geschrieben wird, die Gausssche Formel. 


15) Art. 48, S. 68. ,Der Art. 48^ bemerkt Herr Schering (Gauss Werke 
IL 230) „ist hier so wiedergegeben, wie er nach vielfachen Durchstreichungen von 
Worten und ganzen Sätzen: in der Handschrift gelesen werden muss; nach Absicht 
des Verfassers dürften aber wohl noch die Worte „e solo theoremate binomial“ fort- 
zulassen sein.“ Die Tilgung dieser Worte in der Handschrift scheint hiernach 
zweifelhaft zu sein; wie bereits gelegentlich des Druckfehler - Verzeichnisses zu der 
Gaussschen Abhandlung (Ztschr. f. Math. u. Phys. a.a.0. S. 101) bemerkt, ist ein 
innerer Grund für die Fortlassung jener Worte nicht ersichtlich. Zu erwähnen ist 
noch, dass in beiden bis jetzt erschienenen Auflagen des 3. Bandes der Gaussschen 
Werke die im Anfang des Art. aufgeführten Formelgruppen I—IV und VI—IX 
lauten, so dass die Nummern V und X, die wir hier hinzugefügt haben, dort ganz 
fehlen. 


16) Art. 51, S. Tl. Aus Art. 42. 


17) Art, 55, S. 77. Folgender Nachweis dieser Behauptung, bei dem eine 
gütige Mitteilung des Herrn Prof. Hamburger in Berlin mit Dank benutzt ist, dürfte 
nicht unangebracht sein. 


Aus P— F(a, B, a++ - > 4y— 44?) folgt 


dP 4e ; D ad d n 
å Torr! (a 4-1, 8+1, E at 4y — Ay?) (1 — 29). 


"ür s=} erscheint das Product rechter Hand, abgesehen von dem constanten 
Factor, zunächst in der Form o.0, da in der Reihe F das vierte Element = 1 
wird und die Convergenzbedingung V des Art. 15, wonach die Summe der beiden 
ersten Elemente kleiner als das dritte sein müsste, nicht erfüllt ist. Um den wahren 


Wert des Products zu finden, schreiben wir es nach [82], mit Rücksicht auf 
1— 2y = (1 — (Ay — y) * 9*6 — (a +8 +3), 


in der Form 
1 


2 I 3 2 
GES ado a+B+5> 4y — Ay). 
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Diese Reihe convergirt auch noch für y — ; und hat in diesem Falle nach 
[48] den Wert TE 4) > so dass 

dP. "ay Ma+B—4) 

EUR 5y* ma — DE 1. 


also i. Å. endlich und von Null verschieden wird. Dass aber = an dieser Stelle 
das Vorzeichen wechselt, ergiebt sich leicht, wenn man in dem obigen Ausdruck des 
5-5 dann ivi setzt, wo e eine beliebig 
kleine Grósse bedeutet. Die Reihe F hat in beiden Fållen das vierte Element 


1 — 42, convergirt also beidemal gegen dieselbe Summe, der Factor 1 — 2y = zt 2c 


Differentialquotienten für y einmal 


dagegen wechselt das Vorzeichen, somit auch B selbst. 


18) Art. 56, S. 79. Auch Gleichung 57 scheint erforderlich zu sein, 


19) Art. 57. S. 80. Formel [110]. In den Werken lautet der Zähler des 


Bruches linker Hand GEREENT Die geänderte Formel ist u.a. leicht durch die 


Annahme a= B = 1, z = cos, mit Rücksicht auf Art. 5, XIV als richtig zu bestätigen. 
Dass das Versehen unbemerkt blieb, erklärt sich einerseits daraus, dass Gauss den 
zweiten Teil seiner Untersuchungen noch nicht druckfertig gemacht hatte, während 
andererseits die Formel die letzte des ganzen Werkes ist, aus der weitere Schlüsse 
nicht gezogen wurden. Vgl. auch das schon angeführte ,Verzeichniss von Druck- 
fehlern u. s. w.“ Nr. 23, 
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